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研究 生 教 材 总 序 


条 究 生 教 育 是 为 国家 培养 商 层 凑 人 才 的 ， 它 是 我 国 匈 等 敦 育 
的 洪 高 必 次 。 研 究 生 必须 在 本 门 学 料 中 掌握 坚实 的 基础 理论 和 系 
纪 的 专门 知识 县 林 失事 科学 研究 或 担负 专门 技术 工作 的 能 力 。 
这 些 要 求 县 体 售 现在 研究 生 的 学 位 课程 和 党 位 治文 中 。 

认真 建设 好 研究 生 学 位 课程 是 搞 好 研究 生 我 学 的 重要 环节 。 
为 此 ， 我 们 组 织 出 腑 这 大 以 公共 课 和 一 批 新 贷 学 位 课程 为 主 的 研 
完 生 载 材 ， 以 满足 当前 研究 生 砂 学 的 需要 。 这 雄 教 讨 的 件 省 都 龙 
站 人 科 妍 、 真 有 有 丰富 既 验 的 教师 。 

这 套 款 禁 首 涉 若 县 于 研究 生 末 来 工作 币 ' 高 转 术 发 展 揭 二 要 ， 
充分 民 联 因 内 外 最 崭 学 林 动 态 ， 使 研究 生 守 习 之 后 能 了 进 速 接近 归 
前 科技 上 发 及 的 入 沿 ， 以 过 应 5 四 化 加 建设 的 要 末 其 次， 也 注 襄 
时 应 认 的 基 末 开 论 和 基本 内 容 ， 以 保持 学 位 课程 内 容 的 相对 稳定 
性 和 和 系统 性 ， 并 具 诊 吓 部 的 泳 广度 。 

这 索 研 究 生 鞭 村 蔓 然 从 提出 选 题 、 拟 定 大 纲 ， 组 织 编 写 到 纺 
郁 出 版 /部 经 这 了 认 直 的 调 瘟 论证 和 细 狼 的 工作 。， 浊 毕 变态 第 一 
记 测 版 这 料 南 此 关 的 京 列 邢 材 ， 水 平和 经 位 部 启 不 足 ， 矶 点 币 错 
误 和 在 所 鸠 多 。， 项 互通 注 反 复 的 荡 学 实践 ， 三 沪 折 取 科 内 外 专家 守 
省 和 和 使 用 省 的 意见 ， 司 其 不 断 改 进 和 完善 。 
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随机 过 程 研究 客观 世界 中 随机 演变 过 程 的 规律 性 。 它 以 概率 
论 为 基础 ， 且 是 鬼 宗 论 的 深入 和 发 展 。 随 着 科学 技术 的 发 展 ， 它 
已 日 益 广 泛 地 应 用 于 和 物理、 化学、 生物、 工业、 农业 ， 管 理 ， 气 
象 等 许多 领域 。 
目前 ， 在 页 等 院 校 中 很 多 工科 专业 的 研究 生 都 要 学 习 随 机 过 
程 ， 甚 至 对 某 些 专业 的 高 年 级 束 料 生 折 开设 此 课 。 
编者 曾 多 次 对 工科 研究 生 潮 授 过 随机 过 程 。 在 讲 稿 的 基础 
上 ， 1985 年 编写 了 讲义 ， 多 次 试用 后 经 修订 和 补充 写成 本 书 。 
本 书 足 一 本 具有 工科 特色 的 数学 教科 书 。 它 既 保 持 随 机 过 程 
的 数学 体系 和 必要 的 严密 性 ， 及 尽 可 能 结合 半 科 专业 的 应 用 ， 
本 书 取材 较为 全 面 :但 又 是 最 基本 和 最 重 驭 的 , 它 包括 随机 过 
程 此 太 知识 、 平 稿 过 程 、 马 尔 科 夫 过 程 。 与 平稳 过 程 有 关 ， 我 们 
还 介绍 了 ?0 年 代 开 始 应 用 极为 广泛 的 平稳 时 间 序 列 有 时 城 分 析 方 
法 。 对 马尔 科 去 过 程 ， 初 步 介绍 了 一 些 基本 概念 和 方法 ， 重 点 论 
述 马 尔 科 夫 链 、 泊 松 过 程 、 维 纳 过 程 。 为 使 读者 便于 阅读 ， 书 所 
附录 中 介绍 了 概率 论 的 补充 知识 。 全 书 内 容 安排 和 布 局 较 为 合 
埋 。 






























































本 书 采用 工科 学 生 较 易 接 受 的 侯 壕 方法 。 引进 慨 念 
的 直观 性 和 物理 背景 ， 又 注意 数学 定义 的 确切 。 对 一 些 定 理 
论 注 意 阐明 它 的 意义 和 作用 ， 并 进行 必要 的 数学 证 明 。 

本 囊 中 不 仅 列 尝 了 许多 例题 而 号 各 章 还 配 有 大 基 深 度 合 适 的 
习题 。 其 中 包括 相当 数量 的 应 用 实例 和 一 定数 量 的 班 论题。 有些 
习题 在 国内 教材 中 还 是 少见 的 。 通 过 学 习 和 作 题 可 以 帮助 读者 加 
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深 理解 所 学 的 概念 ， 有 利于 掌握 基本 的 计算 诱 法 ， 训 练 读者 运用 
基本 理论 解决 实际 问题 的 能 力 。 书 后 附 有 答案 。 

编者 希 洱 把 本 书写 成 一 本 便于 教学 也 便于 自学 的 教材 。 要 求 
读者 其 备 工科 高 等 数学 、 线 性 代数 和 概率 论 基本 知识 。 
本 书 申 图 与 宕 采用 的 编号 是 以 童 作 区 分 的 ， 如 图 1-2 下 了 示 第 
一 章 第 2 图。 公式 编号 是 以 节 作 区 分 的 ， 如 或 《t.3) 表示 和 1 中 
第 3 陈 ， 而 不 指出 所 在 的 音 。 

讲授 全 忆 约 需 48 学 时 。 讲 授 前 工 章 和 附录 约 怖 49 学 时 ， 附 
录 约 震 6 学 时 。 教 师 可 以 采用 先 讲 奉 有 录 再 讲 正文 的 方法 。 为 了 和 
省 学 上 时， 也 可 以 直接 从 正文 第 .一堂 开始 讲 ， 在 讲授 过 程 中 品 要 附 
有 当中 知 说 附 随 时 加 以 补充 。 另 外 ， 讲授 第 四 章 约 震 8 学 时 。 

本 教材 的 习题 敬 案 由 吴 云 江 人 一 、 二 章 ? 、 陈 育 栓 《二 章 )、 
龙 卫 江 蕊 四 章 、 酒 录 7 协助 完成 。 

玉 书 由 上 海 交 通天 学 陶 宗 英 间 志和 西北 电讯 工程 学 院 施 仁 杰 

志 详 细 审 阅 ， 并 提出 了 很 多 宝贵 意见 。 在 编写 过 程 中 我 校 张 

同志 也 提出 了 一 些 原 则 性 意见 和 不 少 有 益 的 建议 ， 同 时 还 得 
到 了 同济 大 学 闵 华 玲 局 志 的 帮助 。 本 书 的 出 版 去 到 西安 交通 天 学 
研究 生 院 和 西安 交通 大 学 也 版 社 的 热情 支持 利 攻 助 。 遵 此 -- 并 竹 
谢 。 

本 书 是 已 纳 版 的 姐妹 入 数理 统计 的 续集 。 

由 于 编 央 水 平 所 限 ,错误 之 处 在 所 难 香 ,车 请 读者 批评 指正 。 
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1987 年 了 月 





第 二 章 


瑚 机 过 程 基本 概念 

随机 过 程 及 其 概 深 分 和 er (1) 
随机 这 程 的 数字 特征 …… a r 14) 
两 个 月 机 过程 的 联合 分 布 和 数字 蔡 征 pe (231 ) 
复 《 值 了 随机 这 程 和 et { 24 ) 
[rr Ea 《 27 } 
习题 ee 本 ( 39 ) 





相 美 藤 搓 交际 顾 2 (53) 
ET { 55 ) 








习 
平稳 时 间 序 列 的 线性 该 区 丰 预报 

上 时间 序 到 天 藉 实 例 间 0 C1iid) 
平稳 闻 问 序列 及 其 钱 性 模型 pe (16 
各 站 线 性 铬 型 指 性 丘 人 pe 127) 
模 昌 识别 一 一 确定 线性 梳 济 的 凌 别 、 阶 各 ……( 137 ) 
模型 参数 估 讨 ………p… 和 ee We (C150 ) 
平稳 时 间 席 列 间 所 报 ， 递 推荐 报 定 ee (157 ) 





第 四 章 








> 《 194》 
马尔 科 夫 过 程 
马尔 科 去 过 程 的 豆 观 措 述 pe { 183) 
马尔 科 类 鱼 语 en a ( 185) 
时 间 连 续 状 态 玖 散 的 马尔 科 夫 过 程 ………… ( 201 ) 
泊 松 过 程 及 其 性 夺 : 带 ee (C 216) 
时 间 连 续 状 态 连续 的 马尔 科 夫 过 程 ， 
维 纳 过 程 语 eee ( 220 } 
可 (227 ) 
概率 论 的 补充 知识 
概 宰 空 间 、 随 和 机变 量 ener (235 ) 
随机 变量 的 特征 涵 数 ee 《240 ) 
随机 矢 暑 及 其 多 维特 征 函数 ， 正 疙 随机 父 量 …( 251 ) 
可 ( 260 》 
nt (C253) 
a (265 ) 





第 一 章 ”随机 过 程 基 本 概念 


在 容 观 世界 中 有 些 随机 现象 表现 为 带 随 机 性 的 变化 过 程 ， 它 
是 随机 这 程 。 术 章 介 级 兰 机 过 程 的 概念 ,向 浴 分 布 相 数 字 特 征 壬 ， 
卉 介绍 洱 机 过 程 的 微 积 分 。 








$1 . 随 补 过 程 及 其 概率 分 市 


一 ， 随 机 过 程 概念 
在 客观 世界 中 有 些 随 机 班 象 表 示 的 是 事物 随机 变化 的 过 程 ， 
不 能 弄 随 机变 丢 或 随机 矢量 描绘 ， 般 用 一 族 无 限 多 个 喷 机 变量 描 
经 ， 这 就是 随机 过 程 。 
倒 1 某 人 护 一 校 分 币 , 无 限制 的 重复 地 扔 了 去 .刘表 示 无 限 
家 次 扔 的 结果 ， 我 们 不 芒 记 正面 为 1， 到 面 为 0 。 第 见 次 扔 的 结 
果 是 一 个 随机 变量 旦 ma， 
二 分布 卫 { 下 2 一 工 上 一 








1 _ 
P{Xn=0} Ee 无耻 


多 次 殷 的 结果 是 -一 个 随 
机 过程， 可 用 一 族 相 瑟 
独立 随机 交 量 芋 , , 昼 ,， 
一 戌 {和 ns, Nl} 表 示 。 

如 果 此 人 实际 地 殷 了 无 
限 多 深 作为 第 一 盘 ， 记 
得 缚 有 果 可 上 用 点 于 和 臣下 








( 见 图 1-1) ,再 扔 无 限 多 次 作为 第 二 盘 , 所 得 缚 果 可 以 用 另 一 点 图 
再 示 , 等 等 。 按 一 党 (包含 无 限 多 次 ) 闻 出 点 图 的 形状 带 有 随机 性。 

例 ? 当 #(f20) 因 定时 ， 电话 交 澳 站 在 [9， 生 时 间 内 来 到 
的 呼唤 次 数 是 随机 变 景 ， 记 为 及 (i)。 卫 () 服 从 参数 为 的 泊 
粮 分 布 ,其 中 入 是 单位 时 间 内 平均 来 到 的 呼唤 次 数 ， 而 和 >0 。 如 
果 # 从 0 变 到 c= ， 所 时 肇 前 来 到 的 妊 唤 次 数 需 用-- 族 随机 变量 
{于 (#)，tE[0， ee)} 表 示 ， 是 一 个 随机 过 程 。 对 电话 交换 站 作 一 
次 试验 观察 可 以 得 到 一 条 表示 + 以 前 来 到 的 呼唤 曲线 zg4(1)， 这 
是 一 条 非 降 的 防 梯形 曲线 ,在 有 呼唤 来 到 的 时 刻 阶 路 地 增加 1《( 假 
定 在 任 一 呼唤 来 到 的 时 刻 不 
可 能 来 到 多 于 一 次 呼唤 )。 
再 作 第 一 次 试验 观察 又 可 得 
济 男 一 条 阶梯 形 曲线 x (#)， 
… 件 第 次 试验 观察 得 到 
一 条 阶 嫌 形 曲 线 xn(1)， 矫 
等 。 一 次 试验 所 得 阶梯 形 曲 
线 的 形状 具有 随机 性 。 

在 例 1 中 每 一 张 点 图 和 
例 2 中 每 一 条 阶梯 形 曲线 

… 叫 作 一 个 样本 前 数 或 一 条 样 

国 13 本 曲线 。 样 本 函数 是 表示 一 
次 试验 结果 的 冰 数 。 对 随机 过 程 进行 一 次 试验 观察 ， 出 现 的 样本 
函数 是 随机 的 。 概 括 地 说 ， 随 机 过 程 是 一 族 ( 无 限 多 个 ) 随机 宽 
量 ， 另 一 方面 ， 它 是 某 种 随机 试验 的 结果 ， 而 试验 出 现 的 样本 六 
数 是 随机 的 。 ， 

下 面 再 举 两 个 链 灿 试验 结果 是 函数 的 例子 。 

例 3 热 嗓 声 电压 。 虑 子 元 件 或 器 件 赎 于 内 谢 微 观 粒子 ( 如 
电子 ?的 随机 热 运动 所 引起 的 冲 电 压 ， 称 为 部 噪 由 电压 。 现 在 以 
a 




















电阻 的 热 蝇 洁 电 于 为 例 。 以 { 卫 ( 四 ,iEL0,o0)} 表 示 热 肛 声 电压 。 


进行 一 次 长 时 间 涩 党 答 到 一 
条 纪 压 - 时 间 曲 线 % (C8), 为 
一 条 树林 曲线 ， 肯 进行 一 次 
试验 得 到 另 一 条 样本 上 线 
za 第 名次 试验 得 到 
基本 曲线 gafii 等 等 人 见 
图 1-3)。 一 次 试验 所 得 到 
的 样 三 有 则 钱 是 随机 的 。 
{5) iEE0, 0o)} 息 
样 友 成 由 一 族 卫 机变 晤 构成 
殉 呢 ? 我 们 固定 了 == 记 ， 沦 
问 芝 人 让 在 的 雪 介 (3 os 























流 一 次 试 验 信 六 (#0)， 涡 二 
区 (8 是 一 个 随机 变 旺 人 见 图 1-3 )。 


XY 





-次 试验 全 汶 wo i0), "a 显然 ， 





于 是 ， 雪 定 皇 对 热 降 声 电 


友 革 (人 引 是 一 个 入 机 空 量 ， 而 t{ 变 化 时 { 半 ( 介 ,oc} 是 … 族 随机 


挛 蜂 ,内 此 症 ( 引 是 一 个 随机 过 程 。 


铅 4 纺 纱 机 结 出 一 条 长 为 从 绀 纱 。 击 于 纺 纱 过 程 中 随机 


| 





一 at 
| 二 和 


-因素 的 影响 ， 它 各 处 模 截 面 


的 直径 是 不 向 的 。 记 三 (9 
是 坐标 为 由 权 埠 厅 网 直 
径 ，0<eu 坊 1, 作 实 际 试 验 ， 
切 出 的 第 一 根 钞 的 各 外 霸 截 
通 址 答 QD ， 切 出 和 的 第 

二 根 纱 的 各 处 模 截 面 覃 径 | 
zz)"…， 纺 出 的 第 呈 根 纱 
各 处 楼 截击 雪 答 go 人 。 等 
等 上 《 昂 图 1-4 7 。 一 次 试验 

» 3» 





得 到 的 样本 曲线 是 随机 的 。 

另 一 方面 ， 国定 w=ww， 及 (Ww ) 的 值 在 各 次 试验 中 分 别 说 
ofao) ;x240) Zn(24)， 所 以 下 (wo) 是 个 随机 变量 。 如 此 ， 
{下 (Ww ，0<&u 坟 让 可 以 看 成 一 族 随 机 灾 量 ， 是 一 个 随机 过程。 

-下面 举 一 个 可 以 用 解析 式 表 示 的 例子 。 

例 5 具有 随机 初 位 柏 的 简 谐 波及 () 一 % eos (wt 二 万) ， 
一 < 之 之 oc， 其 中 4 与 wo 是 正常 数 ， 而 四 服从 在 区 间 [0，2z] 
上 的 均匀 分 布 。 因 为 # 固 定时， 之 (让 是 随机 变量 ， 所 以 { 芝 ()， 
一 ce<E <eol 是 -一族 随机 变量 。 另 一 方 而 ， 对 随机 变量 于 作 一 
次 试验 得 到 一 个 试验 值 mp ，zf( 引 一 5eog(tit 十 的 就 是 一 条 样本 地 


线 。 旭 ， 凡 一 0 时，2%I( 弛 一 GO8coo 9 一 -到 时 ， Ta (一 站 003 





(ai - 和 wa( 昌 eeos(oof +- 字 -); 等 等 ( 昂 








图 1-5 》。 因 而 ， 从 两 神 不 同 角度 看 ， 这 (f) 都 是 随机 过 程 。 









EA be 


galt) =Go0n( wt+- Se ) 


Ti) = uo0n(wi+ 训 5) 


图 1- 


记 夺 是 实数 轴 ( 一 ceo } 上 的 一 个 子 集 ， 晶 包含 无 限 多 个 
数 。 随 机 过 程 是 一 族 随 机 变量 ， 可 用 {C8),tE 了 T} 表 示 。 了 了 称 为 
随机 过 程 的 参数 集 。 从 前 面 俩 子 中 已 看 到 ， 随 机 过 程 也 表 东 随机 
试验 的 结果 ， 而 一 次 试验 出 现 的 样本 曲线 是 随机 的 。 

随机 过 程 { 及 ( 相 ,ET} 还 可 以 看 成 自 变量 是 站， 因 变 盘 是 随 


s 4 。 





机 变量 的 函数 ， 折 以 随机 过 程 亦 称 为 渭 机 函数 。 随 机 过 程 按 其 原 
意 是 随 虹 闻 i 削 随 机 地 变化 的 过 程 。 和 参数 # 取 为 时 间 ， 即 是 参数 
为 时 间 的 随机 函数 。 但 是 ， 习 辟 上 把 参数 不 是 时 间 的 随和 机子 数 也 
称 为 随机 过 程 ， 如 例 4 中 的 缉 的 直径 。 为 方 合 起见， 有 时 还 把 从 
数 圭 叫 作 有 时间。 

下 面 从 概率 室 间 的 角度 曾 述 随机 过 程 的 数学 定义 。 设 【了 ， 
久 ， 了 是 一 个 慨 率 空间 ， 人 是 一 个 实数 集 。{X(f,w)，iE 了 J， 
oa 是 对 应 于 寺 和 驯 的 实数 ， 即 为 定义 在 下 和 号 上 的 二 元 所 数 。 
车 此 函数 对 任意 固定 的 托 四 ， 刀 (ay 碳 是 (有 多 ;已 ?上 随机 变 基 ， 
则 称 {XX(#,@)，iET，wEQ} 是 随机 过 程 。 

对 随机 过 程 在 (ft yo) ,十 固定 ， 它 是 读 机 资 盟 ,工程 上 有 时 
称 为 隆 机 过 程 在 t 时 判 的 状态 ( 注 1} } 若 名 轿 定 , 它 是 t 的 阔 数 , 称 
为 随机 过 程 的 样本 攻关 或 样本 曲线 ， 也 种 为 现实 ( 曲线 ) 。 在 随 
机 过 程 的 数学 定义 中 样本 空间 如 遗 常 可 以 理解 为 样本 函数 的 全 
体 [ 注 2) ,而 每 一 条 祥 本 曲线 作为 一 个 基本 素 件 w。 以 例 3 为 例 ， 
把 样本 曲线 (让 作为 wi， 改写 为 玉 (#,w,) 样本 滞 线 zz (让 作 . 
为 we， 改写 为 五 (i ws);… 样本 曲线 xn( 引 作为 am， 改写 为 
五 (ioosj 等 等 。 全 体 样本 函数 {2( 腾 } 梅 成 样本 空间 吕 ， 即 全 体 
{ 吾 作 *@)} 欧 成 样本 空间 品 。 妆 w= 二 w; 时 ， 忆 (to 就 是 的 (人 E)i 
当 om 一 os 肝 ， 玉 (wy) 训 是 w(t 当 四 一 co 有 时 ， 天 (con 
就 是 xn(f); 等 等 。 对 例 1， 例 2， 例 4， 例 5 同样 地 可 以 把 样 
本 空间 昌 理 解 为 样本 函数 的 全 体 。 

再 看 一 个 简 了 例子。 如 果 在 例 5 中， 随机 变量 中 的 分 布 改 为 
离散 分 布 ， 它 的 分 布 列 为 





























” 苇 1， 企 有些 数 学 书 上 把 随机 变量 也 (fw)( 其 中 二 固定 ) 称 为 硅 宙 过 程 在 +t 
时 刻 的 藏 口 。 本 书 为 叙述 形 银 化 起 见 ， 采 用 的 态 这 一 名 称 ， 
注 2， 这 仅 是 对 样本 空间 马 的 一 种 理解 方法 ， 对 于 具体 络 出 的 随机 过 程 还 可 
有 其 它 理解 法 ， 见 第 6 页 注 。 





@ | 0 | -= 此 时 芭 有 两 条 样本 昌 线 mi(6，mm(9《 见 
一 一 一 一 一 一 网 1627。 按 上 而 理解 只 的 方法 。 身 由 两 
? | 去 二 。 条 戎 线 ii( 划 和 呈 ( 提 构成 好 采 分 别 记 为 
ol 和 aa ， 有 人 = 0)， 而 了 P(e = 


到 ,也 (os) = 去。{ 交 (和 ba)， 放 (coseo)oS 人 是 随机 过 程 。 








于 时 ， 玉 (tO) (0 ) = 






三 (an 一 cea 


一 一 


Fo) Wrst) 00 {wef +5) 


当 # 吉 和 刷 都 问 定 时 ， 于 (1， ww) 是 确定 的 实数 ,, 称 为 料 本 函数 
在 专 址 的 数值 。 如 上 例 中 下 人 ，o) 一 e oos0 一 5， 下 (0，ap) 一 
a OAT=— 0 至 ( 0 一 各 ooseo 莹 (2 01) 一 8 cog2a 。 需 要 
注意 ， 这 里 me 是 正常 数 。 

和 酝 机 过 程 可 简 记 为 { 革 ( 科 ， 引 于} ， 通 常 并 不 指出 概率 空间 
从 。 今 后 我 们 都 采用 这 一 记 法 。 下 时 样本 前 数 用 z( 和 类 示 , 进行 
多 次 试验 所 得 样本 函数 记 为 Z.《t)，z(1)，…， 等 等 。 随机 过 程 
-下 (和 ， 当 到 固定 时 。 为 一 个 随机 变量 ， 即 是 在 时刻 的 状 志 。 
随机 变量 四 (1) (# 固定 ， 且 4E2) 所 有 可 能 取 的 值 雹 成 一个 实数 
集 ， 称 为 随机 过 程 的 状态 空间 或 值 城 ， 而 每 一 个 可 能 取 的 值 称 为 





注 在 此 出 中 罕 间 全 也 可 取 为 0 和 两 个 数 ， 序 品 =(0 ,x)， 此 时 样本 空 
间 就 不 是 样本 函数 的 全 体 了 了 。 


ws 站 


一 个 状态 ( 注 ] 。 如 例 1 中 闫 坊 空 间 由 上 1 二 个 数 档 成 ， 摘 3 
中 昌 声 电压 的 状态 空间 是 (一 seo，eo)。 

随 视 过程 可 以 根据 参数 集 了 和 状态 空间 的 情况 举行 分 类 。 人 党 
数 集 卫 可 分 为 离散 集 C 即 人 
集 两 种 情况 ， 状 态 空 : 间 亦 同样 可 分 为 离散 与 连 综 汕 种 情况 。 内 市 
随机 过 程 可 分 成 下 列 四 绽 

(1) 离散 参 灼 ， 宙 人 关 志 的 了 过程. 加 [例子 = {1,2， 
天 态 宝 亲 用 和 与 1 -个 各 构成 。 

(2) 离散 参数 、 逐 统 状 穴 的 随机 过 程 。 如 独立 标准 正六 随机 
变革 序列 ， 了 = 一 12,3… 和 小， 状态 空 癌 为 (一 co， 5 

(C3) 于 入 和 和 、 赢 航 喜 态 的 随机 过 程 、 如 例 2 ,全 = [0,so)， 
状态 空间 上 0 ,1,2,… 构 或 。 

(4) 连续 参半 、 这 绒 状 乏 的 随机 过 程 。 和 如 例 :二 [0:=e)， 
状态 宝 国 为 (一 co2，09)。 

通常 ， 窜 散人 生 这 集 取 人 ,2,7 或 {0,1,2,】 二 {一 2， 
一 1:.0,1,2 必 3 出 连 统 从 勤 集 左 [8, 下 j 瑟 [0;50)y 成 (52.00)。 
离 葡 :多 娄 外 六 中 注 程 床 称 为 随机 席 列 。 

二 、 有 限 维 分 布 族 

随机 3 ，i 记 人} 症 短 一 财 记 了 的 状态 虹 
量 ; 华 任 吝 沿 个 时 疡 的 状态 下 二 纹 氏 机 大 攻 ; ee 其 统计 
开 当 芋 职 仔 意 - -个 个 定 值 时 六 《 结 - 一 锥 分 布 !; 六 3 
回 定 征 时 光 ( 节 的 二 淮 分 布 每 来 描 黎 。 责 在 这 此 一 维 分 而 ， 
二 维 分 存 ，…… 询 生体 可用 以 下 示 隔 机 过 程 约 败 潍 分 布 。 

对 在- 一 :加 定 二 荆 





















Pr) PI} 

称 为 随机 过 程 疙 (#) 的 一 锥 分 布 函数 。 描绘 这 程 在 任意 时刻 状 
态 的 统计 特性 。 

对 任意 两 个 固定 的 ,ft 卫 

Flmsrotista)— {ER (EE 
称 为 苑 机 过 程 芋 ( 引 的 之 维 分 布 遂 数 。 摘 绘 过 程 在 任意 两 个 时 剂 
”状态 的 统计 特性 。 
一 般 ， 对 于 和 任意 固定 的 ,ts 坟 ETT 
rise nitis ts ta) {Tt ENE) Ek 
“3 人 【< . 

区 为 随机 过 各 第 (的 72 维 寺 布 孜 烟 。 措 给 过程 在 任意 % 个 时 刻 
状态 的 统计 特性 。 





图 1-7 (6) C6) Ce ) 分 别 表 示 分 布 函 数 中 的 事件。 





(0) (8) 
图 4-T 9 
特殊 地 , 若 任 意 一 个 国定 i€ET， 
任意 湛 个 阁 定 志 ， #E 人 TPT, … 人 尾 访 和 % 
个 固定 4 ta 4.ETD ,对 应 的 0 
(CF) Es 
芋 (in)) "rE] 县 有 连续 概率 分 布 ， 那 


人 0 








注 本 书 的 包 电 部 是 撒 齐 失明， 并 用 黑体 宇和 苹 表 示 。 


fsb) = (si) 
称 为 芍 机 这 程 基 (6) 的 一 维 分 布 密度 ; 
fst tit ) = BF Csr tres) 
称 为 随机 过 程 (的 二 维 分 布 密度 ; 


一般 
Fri mass Tn Fists tn) 
ar 
Be Br On , [ “ 0 


称 为 随机 过 程 下 ( 蚊 的 ? 维 分 布 密度 。 

靖 机 过 程 尼 ( 困 的 一 维 分 布 范 数 ， 二 维 分 布 打 数 ，…， 和 维 分 
布 函 数 , 等 等 的 全 体 {F (sm,%a "Nn 中， bss thn), dis Fass 
inET ，m 之 1} 称 为 随机 过 程 下 (的 有 限 维 分 布 范 数 族 。 它 描 给 
随机 过 程 卫 ( 丰 的 概率 分 布 。 同 祥 地 ， 分 车 密 庶 的 全 体 {f (ws%， 

1 称 为 随机 过 程 是 (4) 
的 有 限 维 分 布 密度 族 。 它 也 撕 任 随机 过 程 的 概率 人 7 布 。 
有 限 维 分 布 隙 数 族 具有 如 下 性质 ， 
(1) 对 称 性 对 (1,2,… ;0 的 任意 一 种 排列 (Fos 和， jn}， 








Frisra tn tistas ota) Prs si jns 
tj1s tis" tin) 
事实 上 日 
P{X() ET R(t) ET fn) Tn 
=P{X(i) TI (Fn) Ej Cin) rin} 
立刻 可 以 得 到 。 
(2) 粗 容 性 对 mw 之 mw， 有 有 
Fires sm Fstas rs tm) 
一 (rr Tm oO; 下 








第 空 上 这 是 加 维 分 布 漳 数 的 性 质 。 

例 6 随机 过 程 卫 (1) 二 4 十 Bi，# 污 0， 其 中 有 4 和 如 是 独立 
随机 变量 ， 分 别 服 从 正 态 分 布吉 人 ,1T)》 。 求 芋 ( 让 的 一 维和 二 维 
分 布 。 

解 ” 先 求 一 锥 分 布 。 当 国定 ， 卫 ( 坟 是 正 态 挛 量 ， 因 为 
BXSBArHRB.t0 
DE(N=DALI DE-1+# 

所 以 入 (四 具有 正 态 分 布 六 0@,1 十 丰 。 这 亦 是 随机 过 程 芋 (#) 的 
-- 维 分 布 。 . 
再 求 一 锥 分 布 。 当 本 :大 圈定 ， 
(it) 一 4+Bils X(t)=A+Bi, 
由 思维 正 态 矢量 的 性 质 (4)《 见 附 录 $3)，( 广 (#4), 革 (i,))” 服 
从 二 维 正 意 分 布 。 二 维 正 态 分 布 被 它 的 数学 期 望 。 钞 方差 抑 阵 所 
完全 确定 。 计 算 可 得 
BX(E)=0, EY,)=0 
DREDV=ITi, DECOM -1+ 
Cov CEE TE) = BE ES,) 
= EB(A+BIYCATBE) =1+ ft, 
所 以 二 维 分 布 是 数学 期 鲁 天 并 为 40,0)5， 协 方 莹 阵 为 
rl+i? ， L$ 
.1 十 而 8 ，。 1 十 择 ] 



































的 二 维 正 态 分 布 。 
例 了 7 随机 过 程 下 (和 = doo8f， 一 cc 所 teo， 其 中 4 是 随 
机 变量 ， 而 其 有 概率 分 布 列 














求 (1) 一 维 分 布 函 数 卫 (4; 字 )， 卫 (%; 扫 ) (2) 二 维 分 布 函 数 


fa 次 2 0, 子 )。 


解 〈1) 先 求 己 (oi 至 )。 显 然 ,和 ( 宇 ) 一 Acor 一 


Nr TT 2 3 - -一 fe ~ 
它 可 能 到， 2，Bv 2 三 个 从 ,而 








= 
人 3 mT 3 ,0) 
PI a) me vv 下 -已 | 4eos 于 =- 三 v >! 
1 
_ { 人 一 3 一 襄 
所 网 
立 
0 ， 4 < 
1 2 _ 
(2 了 节 于 ， rv 
;| 二 
4 2 3 “ 末 
可 ， 性 委 和 < 
~ 
1 ， Ee 2 





再 求 盏 (> 村)。 显 然 ， 瑟 (至 )= 4eos 半 = 0 。 它 只 能 取 0 
逢 ， 世 习 1 


Fz 于) 一 全 ” xz 
(1, x0 


Ls| 


并 ， 


《2) 计算 
(ma 0, 扫 )= P{Acos Ox, Acos.T Sr 
=P{d4<n, Sr = PlACm, A<2n} 


一 P{A<z}, 当 VTS Ts 
P{iA<27,}, 当 2%, < 














进而 有 


[= 
上 


当 2 ll 


或 332 < 1 vs < 到 





Ik 


PL, le <2 





或 Eh ks 1 
3 17/ 均 ， 当 ZL ITs 2 7 3 


或 2% ls ry < 
1 ， 当 wR270， jl 守 3 
或 2%<T za > 也 
例 8 设 随机 过 程 忆 ( 划 只 有 两 条 衬 林 曲线 


在 (i 1) 二 wo0gf | 
(Cf， “1) e000 (f+ w)= —@o08f ， 一 oo je oo 


其 中 常数 G>>0， 志 P(w) = 5? Plw,) = 试 求 六 ( 科 的 一 维 
分 布 函数 瑟 (w30) ， 妨 (2; 至 ) 以 及 二 维 分 布 函数 


r (a,, Ta “0, 至 )， 


解 扎 ( 本 的 两 条 料 本 曲线 的 图 象 见 辆 1-6 ， 只 要 在 那里 取 
an 为 1 存 可 。 
先 求 .一 维 分 市 。 显 然 ， 下 (0) 于 能 僻 的 值 为 


Xm)=a00=G, 三 (0:o) 一 一 weos0 一 一 5 








南 
P{K(OO)=a) =—P (0) = 5, 
P{X(0)~— -4}—P(w,)=# 
所 以 | 
自贡 
PO0) 3, -ovo 
1 
者 梓 地 ， 概 据 下 (各 可 能 取 的 值 为 
人 
(1 ,名 008 TT — Vv, 
ed : zt / 训 
区 (To 让 QOS 了 一 一 3 国 
可 得 





再 求 二 维 分 布 。 随 机 估量 (XC0)， 入 (所) 可 能 取 的 信和 为 


. 1 





(X(0,0), ¥ (Fo))= (a ) 


(X (0,02) ,2))= -a 一 Ye & ) 





[| 
wi 了 风 
P =o X(4)= 0 =P(o)= 3 
P [xco0 一 -ww 工 (全 )= 一 了 el 一 (2 一 全 
所 以 
t， 车 YI 一 区 "或 ac 一 a 站 
rs A 
mf. 0 2 5 。 
攻 人 9 1 :证 -一 


一 GET < fi Ys 3 全 
、 2 
1， 当 L 字 % 和 和 这 


随机 这 程 通常 祖 据 它 的 锁 计 特性 有 限 维 分 在 族 ， 数 字 特 征 
《网 下 呆 ) 27 进行 分 燃 。 本 书 主要 介绍 两 类 随机 过 程 平稳 过 
程 ， 号 尔 科 二 过 程 。 





$2 随机 过 程 的 数字 特征 


在 概率 论 中 讲 计 随机 变量 的 主要 数字 特征 是 数学 期 刘 和 方 
鞍 ， 汪 维 随 机 估量 的 主要 数字 特征 是 数学 期 望 、 沪 闪 、 协 方差 和 
相关 沼 数 ， 更 一 般 询 数字 特征 为 矩 。 随 机 过 程 的 数字 特征 是 利 凡 
随机 变量 和 随机 矢量 的 数字 和 转 征 进行 定义 的 。 

一 、 随 机 过 程 的 数学 期 望 和 方 闫 

顺丰 过 程 {《 划 2 在 每 一 tE 全 的 状态 是 一 个 随机 挛 晤 ， 


s 下 ， 


-CO———— 7 ot 1 





它 的 数 堂 划 湿 和 方 辩 阁 是 依赖 于 参数 虐 沟 芒 数 ， 分 别称 为 随机 这 
程 的 数学 斯 望 ( 汶 数 ) 和 方 枝 (4 函数 ) 。 
随 在 这 程 的 数 学 期 给 半 
mx《i) 滩 示 ， 即 
4 





= | raR (rt), ET 


其 中 已 (zy 轴 是 随机 过 程 的 
一 维 分 布 后 数 。 对 连续 概率 
分 布展 形 ， 有 有 

3 区 《下 ) 一 = | = 3 7 

iET’ 
其 可 (55 科 是 一 给 分 布 窗 
度 。mxt 让 也 称 为 随 视 过 程 
的 均 导 (函数 )， 随 机 过 程 的 
数学 期 望 x( 科 表示 加 人 
的 所 有 样本 画 数 在 所 时 肇 的 
理论 半 均 值 , 如 图 1-8(6)， 
而 祥 本 曲线 绕 mwx(t} 有 曲线 
工 下 滤 动 ,需要 指 思 ,mxtf) 
是 一 人 后 定 的 碍 线 。 
竺 棉 过 程 的 方 状 用 总 zx 七 表示 。， 即 
Dax{{f}=DE()=EIY(G) ~ met ET 
而 避 i(8) 的 算术 根 称 为 柳 抽 过 程 的 入 港 凑 ， 有 下 ecx) 才 东 ， 革 
vx) =—v Drti=v DD 

随机 这 程 的 访 茵 和 标准 差 措 绘 它 的 样本 晶 线 亲 儿 个 时 训 对 
af 的 分 艇 程度 。 如 图 TI-8 ， 两 个 隧 机 过程 的 任 本 井 线 分 别 画 
在 图 ke) 和 图 (的 中 ， 虽然 戎 机 过 程 的 数学 期 蔓 补 旺 ， 仍 是 图 人 























是 





中 方差 让 图 (全 中 方差 小 。 

在 工程 中 区 机 过 程 的 均 方 信和 具有 物 望 音义， 比较 有 用 。 随 机 
过 程 的 均 方 值 用 多 x (昌江 示 ， 定 尺 为 

: Vytt) = XE) 
显然 有 
DN)= EX — [BX] 
印 
Dx(li)=Pxr(i) — mi) 

二 、 随 机 过 程 的 协 方差 天 数 和 相关 函数 

随机 过 程 的 数学 期 望 各 方差 只 考虑 随机 过 程 在 任 一 时 刻 状 态 
的 数字 特征， 并 没有 反映 在 两 个 不 同时 刻 的 状态 之 闻 的 联系 。 对 
任意 酒 个 固定 时 刻 和 ,和 ET， 于 ( 引 ) 与 玉 ( 记 ) 是 两 个 随机 变量 , 它 
们 之 问 线性 联系 的 密切 程度 可 用 相关 系数 


| cov (X(t)) ££ 了 
Plt1s ta) VY DEY’ 19 fT 











摘 维 。 | 
在 人 与 了 (和 ) 的 协 方差 ， 称 为 月 机 过 程 至 (i} 的 ( 官 ) 协 方 
盖 语 数 ， 记 为 Cxtii,iz)， 即 . | 
Cx(lt,, i,) 
一 GO0V( 人 【四 )》 X(t,)) 
=ELX(iD -mr(t)] 
" [XA{i)— mxtts)l, 
fs to 
如 果 两 个 随机 过 程 的 方 
差 相 同 ， 可 以 用 棒 方 差 函 数 
绝对 入 的 大 小 比较 两 个 过 程 
在 时 刻 嫉 ,fs 状态 的 线性 联 
系 密 切 程度 。 如 图 1-9(w)、 
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(5) 为 具有 相同 数学 期 望 和 
方差 的 两 个 随机 过 程 。 其 中 
图 (a) 表示 的 随机 过 程 的 样 
本 曲线 ， 对 每 一 条 4(#), 上 暴 
有 近似 的 线性 关系 2(11) 一 
mxtti s(t) — mrtt), 
说 明 在 两 个 时 刻 # ,所 的 状 
4 态 下 (54) 和 不 (ts) 线 性 联系 
Mes(7) 茨 密切 ， 故 Ox ,io) 的 绝 








随机 过 程 ， 每 一 条 样本 曲线 
和 的 变化 起 伏 很 大 又 不 规则 ， 


说 明 在 两 个 时 肇 页 ，8 的 状态 互 (下 ) 与 时 (12) 线性 联系 很 不 密 
切 ， 改 Cx (#1,#) 的 绝对 值 较 小 。 

协 方 差 函数 可 以 表示 为 . 

Ox(ltists) = BEECH) EE) — BX EAE,) (2.1) 
这 里 的 百 [下 (#4) 六 (1)] 称 为 随机 过 程 王 ( 如 的 ( 自 ) 相 关 函 数 ， 
记 为 Rx (t,t4)， 即 

Rx(ltists)=B[A(I LE)], $$ 
对 连续 概率 分 布 靖 形 ， 有 
CxCisiD= [Gm t)) C2—mx(is)) 


of tisTos ii, to) dr ds 














Rx(#),#:) = 人 | > za fF (Res by, td dr 
书 (2.1) 式 ， 随机 过 程 旦 ( 引 的 协 方 着 函数 和 相关 哺 数 的 关 


. Cxlfirts)— Rrti ts) mri) max(t,) (2.2) 
s |7 





当 mx(t)=0, 有 Cxti,, fa) = Rx(t, fa)s 此 时 协 方 差 函 
数 和 相关 消 数 是 一 至 的 。 
性 Ux(s82) 的 定义 中 ， 上 联 计 二 让 二 $j 有 
Ox t= BIE — mx =DR( = Dxtt)} (2.3) 
路 纪 随 机 这 程 网 方差 可 由 协 方 差 阔 数 芍 得。 | 
出 (2.2) 和 (C2,3) 式 可 见 ， 数 学 期 望 和 相关 函数 是 随机 过 程 的 
两 个 最 基本 的 数字 特征 ， 协 方差 沙 数 和 方差 都 可 以 从 它们 获得 。 
下 面 通 过 例子 介绍 随机 过 程 数 字 特 征 的 计算 方法 。 
例 1 随 折 相位 正弦 波 
XK(i)—s cag 【oo 十 三 7， 一 Go 所 Tee 
其 下 5、wo 是 正常 数 ， 而 随机 变量 番 服 从 在 [0，2r] 区 间 上 的 均 
名 分 布 。 求 六 5 纯 的 数学 期 望 。 方 羞 和 相关 冰 数 。 
解 ”四 题 设 ， 中 的 分 布 密度 
主 
fo 一 4 2 
0 ， 其 它 





少 Dg 2 了 


数学 期 贺 : 
mx(t)= PE(=E[Ia ostmt+t)) 


2 
一 «| cos {wof + PY dg=0 
. 0 TT 


相关 通 数 
Rxt#d,,t,) =B[A(t) X(t,)1 
一 面 [Ta 008 (wt 二 多) a cog (cs 十 全 }] 


和 亚 
= 二 | 00S 【人 0 十 的) cos (wots + 9) -dy 
a? ro ， ， _ 
一 和 | {cogoo (bis) + cos[ ou di+ #2) 


十 29] 1 dp 


方 莽 
Dx(D) = Rr(t,t) 一 mm 一 全 
例 2 在 工 节 例 8 中 ， 随 机 过 程 症 (2) 总 共有 两 条 样本 示 线 
{iy C0gi, a oot 

其 中 常数 ww>0, 有 .了 (ww) -5 P(rws) 一 计 ， 试 求 芷 (#) 的 数学 
期 望 mx( 垃 和 相关 闻 数 Rxt#,#,)。 

解 ” 数 学 期 望 

mxy(tt)=EAXA(I)=a cons “+ao08t) .oot 





相关 函数 
Rx(tist) = EEXCG) E(t)] (acont, "aconts) "3 


+(—gacost):(—a cas 于 一 0 pog | cog 了 ta 


随机 过 程 的 数学 期 望 称 为 稍 机 过 程 的 一 阶 矩 ， 它 的 证 差 和 相 
羔 函 数 称 为 随机 过 程 的 二 阶 矩 。 对 随机 过 程 也 可 一 般 地 定义 % 阶 
蝶 。 

三、 二 将 矩 过 程 和 正 志 ({ 随机 ) 过 程 

如 果 随 机 过 程 4 辟 (有 ,和 的 一 、 二 防 拭 存在 《 印 育 根 )， 
则 称 瑟 ( 扫 是 二 凡 矩 过 程 。 从 二 阶 矩 过 程 的 数学 期 鹿 和 析 关 图 数 
出 发 讨论 随机 过 程 的 性 质 ， 而 锡 许 不 涉及 它 的 有 限 维 分 布 。， 这 种 
里 论 称 汶 阵 栅 过 程 的 相关 理论 。 

在 二 阶 短 过 程 中 有 一 类 小 态 过 程 ， 特 别 加 杰 和 有 内。 工程 技 
术 中 有 些 随机 讨 程 误 汪 正 态 过 程 。 

即 此 三 机 过 程 { 人 (让 ,teE 人 的 有 限 维 流 罕 分布 是 一 - 维 玛 包 维 

a 19 。 
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正 态 分 市 ; 用 对 nn 之 1， 任意 下 有 
TT Tn tts stn) 
-= 1 
CZ) OL 
其 中 


exp 一 寺 @ 一 OCT 一 mm 


B= (Fis Tn) 
Bix—=(m (tt) mrtt mn 
市 达 是 协 方 莽 阵 ， 汕 





CE 他 六 (站 
C= Oxtf,st1), Ox(ts,ta), 四 本 
| Og Chnst) Ot to), a sOxttnrtn)] 


如 称 之 (tf) 是 正 态 ( 随机 ) 过 程 ， 或 高 斯 (Gaugs) 过 程 。 
显然 。 正 态 过 程 的 有 限 维 分 布 密 度 族 被 它 的 数学 期 捐 和 协 方 
莽 函数 完 企 确定 。 
四 、 柏 关 函 数 的 性 质 
下 而 介绍 相 关 函 数 的 两 条 性 质 ， 
(1) 相关 冶 数 玉 xft， 加) 是 对 称 的 ， 即 
如 (下 一 加 区 (和 
证 Rr{ltost1)—= BEE) = BLE) T(t)] 
= Rr(i,, #1) - 
(3) 相关 肾 数 中 zy ti) 是 非 抽 定 的 ， 期 对 任意 m221 和 任 
沉 实 类 Ti,… ,Tne 妇 ， 及 任意 复数 22,8292wn， 有 


全 王 
> 总 Rxy(tvpy ti) 0 


证 
Me 所 3 
SY Fl Rx(ry, ry) eR 
让 uj=i1 


福全 本 中 乱 笑 记号 用 黑体 宁 母 肉 示 ， 


* 20 * 








和 
一 忆 汉 BLECT) ECT) eB 


= 访 X(rs)si 六 全 (52)s4] 
. =B| es 0 


应 当 指 出 ， 由 于 协 方差 函数 为 
Ox(lt ,ta) = EBLE -marti EEC) matt))] 
所 以 这 两 条 性 质 对 它 亦 是 成 立 的 。 


$3 两 个 随机 过 程 的 联合 分 布 和 数字 特征 


”在 工程 技术 中 有 时 需要 同时 考 砌 两 个 或 两 个 以 上 随机 过 程 的 
统计 转 性 。 例 如， 把 一 个 随机 信号 下 (1) 输入 到 一 个 线性 系 绕 ， 
那么 菏 统 的 输出 也 是 随机 过 程 ， 记 为 了 (#)， 实际 需要 讨论 输入 
随机 过 程 卫 (#) 和 输 册 随机 过 程 了 (f) 之 间 的 联系 ， 从 而 要 才 察 
它们 的 联合 绕 计 特 福 。 下 面 权 讨论 商 个 随机 过 程 的 情形 。 

设 及 (3)， 了 (8) (2ET) 是 两 个 随 宙 过 程 ， 列 称 {( 玉 (好 ， 
YY, iETP} 为 二 维 随机 过 程 。 类 似 于 对 前 面 随 机 过 程 的 分 
析 ， 可 以 定义 二 维 随机 过 程 的 有 限 维 分 布 和 数字 特征 。 

对 任 训 ml nl, tstss* ,mT, 下 作 
m 二 % 维 随机 矢量 (RG) Xa) 了 (tm)s 了 (B38), YY (is), 
(84))" 的 联合 分 布 请 数 

Fry Tm 下 is des sn #1 FL- ) 
=P{X(i)<rs E(t) Ty (Smy F ONE 

Y GS (HL En} (3.1) 
称 之 为 二 维 随 机 过 程 (及 (8) ,了 (四)" 的 e+ 维 (联合 ) 分 布 函 
数 。 





在 上 式 中 让 纺 ; 伍 9 者 趋向 于 正 无 穷 大 , 碳 得 到 (六 (#1)， 
= 21 »。 





大 (a) ,是 (im))? 的 吕 维 分布 国 数 ; 类 似 屯 ， 证 ，xayMs 
zm 痢 趋 向 于 正 无 窃 大 ， 可 得 到 CY C10), 了 0 和 0… ;了 (8477 的 
维 分 布 函数 。 

为 了 用 矢 叶 表示 上 面 的 分 布 立 数 ，i == (fy pe, fm) 
€’ 一 【下 人 和 和 人 < B= {py Te， 一 (CT 
三 (5 那 色 (3. 巧 式 可 表示 为 
| Fw ty t= P{RCO EL YY (WE) 

对 连续 慨 率 分 布 傅 形 
Fs Tam db tm Mss Ef 
_ Om | 所 


了 {sa i 


OP Opa my ON, Of Oil 
称 之 为 宇 锥 随机 过 程 (下 ( 直 ， 了 CD))" 的 吏 十 天 维 联 合 分 布 密度 ， 
莘 记 为 了 多, tg, 7)。 

记 志 (各 ， 有 一 王 { 蚌 (办 安 和 } 为 随机 过 程 下 ( 引 近 以 维 分 布 
函数 叉 记 六 (到 加) 一 五 { 束 (有 ) 扫 攻 } 为 随机 过 程 世 ( 约 的 加 维 
分 布 函数 。 如 果 对 任意 mwm 字 1，r>1 和， 有 

Bw Yt = Prt) Pra,t’) 
闭 么 浆 随机 过 程 下 (和 与 下 人》 相互 独立 。 两 个 随机 江 程 日 互 独 ， 
立 反 映 两 个 随机 演变 的 过 程 是 互 不 影响 的 。 

定理 1 “对 连 包 最 率 分 布 情形 ， 两 个 随机 和 过程 互 ()。， 交 (有 

相互 狂 立 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 代 意 mn 之 1，n>L 和 友 ， 有 
“flr, t, y, EE)=f x(t fr (yt) 
其 中 fx (6s 和 和 fzY(V，) 分 别 是 (4#)， 了 (#4) 的 mm 维和 加 维 分 

定 焉 的 证 骨 方 法 业 似 于 慨 率 论 由 对 两 个 随机 变量 相互 独立 性 
的 证 明 。 故 在 此 省 略 不 证 。 


省 两 中 4 民 1 的 定义 
本 有 SP 
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和 下面 介 绍 二 维 随机 过 程 {( 玉 ( 拉 ， 了 了 (8)*，iET} 的 数字 特 
征 。 对 各 个 分 置 王 ( 们 ， 玉 (人 分 别 有 数 学 期 望 mx《( 让 ,mr《 引 和 
相关 本 数 Bx(ttsin) ,Rr(ti, 2 等 数字 特征 。 如 向 定义 刘 划 到 《二 
与 羡 《 丘 相互 联系 的 数字 特征 呢 ? 
设 随机 过 程 芋 (f)， Fs) (i€ 人 DD), 对 固定 的 ts js ET', 作 
随机 变量 及 (#1) 与 了 (#,) 的 协 方差 ， 记 为 Cxr(ii，#)， 即 
Oxritist) = BICX(G) — ma OF (ED) — mr (tt))], 
: tteET (3,2) 
称 之 为 障 机 过 程 革 (2)，P 了 (4) 的 互 协 方 率 函 揣 。 和 i 
Ryry{t, fo) = BERXCGYY (10)], ts taET (3.3) 
称 为 随机 过 程 征 人 zt)， 王 (的 互相 关 函 数 。 
在 连续 顾 率 分 布展 形 ，Cxrfiiytia 和 及 xyrft， £2) 分 别 可 用 
二 维 分 布 密度 表示 。 有 
OxrChst) = [malt) Ity— mrt)] 
fd ds) day 
和 四 
Rrr{(t,ts) 一 人 全 ru ECs ts fe) Ard 
为 了 好 关 起 见 ， 这 里 二 锥 联合 分 布 密度 记 为 了 (x,9: 4 ,#2), 而 不 
用 记 罕 (vf 3; 12)。 
显然 两 个 卫 机 过 程 的 互 协 方差 图 数 和 互相 关 庆 数 闻 有 如 下 
Oxr(ltirta) = Ryr (fit — mti mt) by ET 
如 米 两 个 随机 过 程 苦 ( 访 ,Y《 科 (二 寻 )， 有 
Dxr(i,t) =0 或 Brrltist)=mr (ft ) mr tis)s 下 ,teET 
那么 称 随机 过 程 及 (与 了 (1) 不 相关 。 
”定理 2 车 戎 机 过 程 革 (让 ,Y《1D) (ET) 相 互 独立 , 则 是 (#4)， 
(让) 不 人 关 。 
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事实 上 ， 若 随机 过 程 卫 {) 与 了 (i) 相互 独立 ，。 在 独立 的 定 
文中 取 知 一 % 一 1， 则 对 任意 圈定 的 而 GE 有 下 (与 区 (3 和) 相 
互 独立 f 叉 引 概 案 论 中 随机 变量 的 独立 性 可 推出 素 (5) 与 入 (所 ) 
不 相关 ， 助 














BLACOUYY (FN) =EBXA(G) BYE,) 
故 有 随机 和 社 程 羡 (8) 与 耻 (#) 互 不 相关 。 


$4 复 ( 值 ) 随 机 过 程 


从 实 值 随机 过 程 到 复 值 随机 过 程 ， 是 数学 上 的 推广 ， 在 工程 
上 亦 有 必要 。 

在 附录 8 2 中 曾 对 复 随 机变 量 及 其 数学 期 望 作 过 介绍 。 这 里 
补充 复 随 机 变量 的 方差 和 两 个 复 随 向 变量 的 协 方差 的 定义 。 

对 于 复 随 机 变量 引 一 天 上 十， 其 中 地， 了 是 实 随机 变量 ， 
而 =v 二 了， 作 























D2—EIZ— EZ|: 
称 之 为 复 随 机 变量 如 的 方 浆 。 央 要 捐 而 ， 忆 2 是 非 负 实数 。 
对 于 两 个 复 随机 变量 名, 一 耻 , 十 i 和 1， 有 :一 下 ,二 bY,， 共 中 
到 !， 和 ay 二 了, 都 是 实 随机 变量 ， 作 
COV CZ LN)= ELCE1— EZINCZ,— BF,)] 
称 之 为 复 随 机 变 蜗 歹 , 与 多 的 抄 方 着 。 必须 注意 。 这 个 协 方差 
迁 常 是 复数 。 显 然 有 











covtZ ,2Z}= DZ 
如 果 covY(G i; 多 2 二 0， 则 称 名 , 与 区, 不 相关 。 
于 面 分 绍 复 随机 过 程 。 
车 芋 ( 让 ,了 (Ef) (iE 了) 是 实 随 机 过 程 ， 则 
Z(H TEPII), tfET 
称 为 揽 随机 过 程 。 
4 » 








Hr 一 


复 随 机 过 程 加 (#) 的 概率 分 布 可 用 二 维 随机 计生 《 评 (4) ， 
了 (1) 的 所 有 的 mw 十 % 维 分 市 隐 数 或 分 布 窒 度 给 出 。 
复 随 机 过 程 如 (4) 的 数学 期 组 定义 为 
m= BI)== BA iRY (t), te! (4.1) 
市 它 的 自 ) 协 方差 函数 定义 为 
Oata) = BICZ() — malt)) (BO mat ], 
ft (141.2) 
又 自 ) 相关 函数 定义 为 
Rolti i) = ELZ(H)Z0,)], £, ,tT 《4.3) 
复 随 机 过 程 的 协 方 差 函 数 ， 相 关 函 数 与 实 随 机 过 程 分 别 不 同 ， 前 
者 分 别 在 fi) 一 可 5f8) 和 了 (ti 上 取 共 辆 。 
复 随 机 过 程 的 协 方 莽 郴 数 和 相关 国 数 揭 闫 系 为 
Ootista) = Raltists) — matt) ma(s) (4.4) 





Oa(tit)= BIZ (EH) meth)) (ZH) — mat to))) 
=E[Z(t) BE) — ma ki) motte) 
= Rattists) — peg (tm aldo) 

对 复 随机 过 程 2 ( 引 ) 

Dzs(t)= BIZ(i)— mat)l=0g(t,1) (4.5) 
称 为 多 (# 的 方 站 。 它 是 韭 负 的 实 函 数 。 双 
Pot) BZ |= Roti, 1) 
称 为 父 ( 上 的 均 方 值 。 它 也 是 非 负 的 实 函数 。 

和 ( 电 的 数学 斯 望 称 为 复 随 机 过 程 的 一 阶 矩 。 方差 、 协 方差 
前 数 ， 相 关 函 数 都 称 为 二 阶 短 。 一 阶 和 二 阶 矩 存在 《 即 有 限 ) 的 
复 随 机 过 程 ， 称 为 复 二 阶 矩 过 程 。 数 学 期 望 和 相关 畏 数 是 复 二 阶 
和 矩 过 程 的 基本 的 数字 畦 征 ， 由 (4.4) 和 (4.5) 式 可 见 由 它们 能 确定 
协 方 差 画 数 和 方差 。 

例 复 随机 过 程 





rs spt thi 


ZI Apeitttn, ot on 


其 中 ee 是 正常 数 ， 是 固定 的 正 整 数 ,Ar 是 实 随 机 安 量 ， 人 Bk 部 
服从 在 [0,2mj 上 均匀 分 布 ， 而 所 有 .4z 和 莲 x(8=1 2， -…， 六) 相 
互 独立 。 求 #( 引 的 数学 期 望 和 相关 函数 。 

此 例 必 ( 抽 表示 六 个 复 谐 波 信 号 鼻 加 而 成 的 信号 ， 它 是 复 脑 





机 污 程 。 
解 ” 数 学 期 望 
如 
maz(E 一 加 {这 4 oOott de) 
= YHA Ax{B oog (wot + BE) 
Ral 
+ dE ein (out + BE)} 
好 证 1 
一 之 在 4 a I cqpa 
tsi], sin (aof + Pn) dp | = 0 
稻 关 函数 


-一 一 一 
Rzliist) =B| A jaittt®i) A tts | 
LL 下 二 1 - 
TE , ， 
一 五 ! > 1 ji 上 ee 


时 ba 
2 LASy An] EB oi Da) of 的 


a 


而 
Baitfj" Sr Foog (tj;— Br) tt iB sin {jC—) 
2 ZT C 人 1 ) ， 1g 
-| | COg (Wi — Ph) i I HE 
Ee 2 2 
十 | | sin (gj—9p) (ge) ts dp 
#4 2 = 





于 足 
Ralhist) ot TH) RAS 


对 两 个 复 随机 过 程 Zt, Lt) eT), 可 以 定义 豆 短 广 

其 函 数 
Opaltisito) =eor(2 (tH) ,2 (41)) 
BIZ ) mali) [Zi ma te)], 
fy fo 
和 互相 关 泡 数 
Rz,z tt = BIZ CE) Z(t,)] 

最 后 指出 ， 为 了 读者 更 蔓 观 地 理解 ， 本 书后 击 的 随机 过 程 除 
特别 指出 外 都 是 指 实 随机 过 程 。 事 实 上 ， 本 章 下 画 的 随机 过 程 的 
扳 积 分 和 第 二 章平 稳 过 程 完 全 可 对 复 随 机 过 程 来 讲 。 

















85 随机 微 积分 


环节 介绍 随机 过 程 在 均 方 合 义 下 的 微分 和 积分 。 为 此 先 讲 塌 
方 极 最 和 均 方 连续 。 随 机 过 程 在 均 方 意义 下 的 极 睛 ， 连 续 、 导 数 
和 积分 的 定义 在 形式 上 与 高 等 数学 中 相应 的 定 尽 是 类 似 的 * 很 多 
性 质 也 相同 。 伺 是 读者 吕 注 意 前 者 对 随机 过 和 言 ， 后 者 是 对 
函数 讲 的 。 本 节 中 。 我 们 假定 随机 过 程 的 一 、 二 阶 移 存 在 ， 即 随 
机 过 程 都 是 二 阶 得 过 程 。 

一 、 均 方 极限 ” 

定义 ” 设 随 机 序列 { 卫 4，% 二 1，2，*…} 和 随机 变量 及 上 
加 | 六 loo0， 太 | 攻 1?<co。 兴 有 | 

La Rie 一 下 | 一 0 


] 








则 称 下 4 易 方 收 语 于 及， 而 互 是 互 " 的 均 方 极限 ， 记 
1.i,m 及 n= 玉 


给 < 上 


这 里 记号 外 ,i,m" 是 英文 limit in mean fguare 的 紫 写 ( 注 1。 殴 
要 注意 均 方 极限 对 随机 序 族 而 害 ， 而 lim 是 对 数列 来 讲 的 。 还 要 
指南 ， 在 上 面 定 尺 中 着 联 至 an， 到 为 复 随 机 变量 也 是 可 以 的 ， 此 
寺 绝 对 值 记 号 应 理解 为 复数 的 模 。 下 面 考察 均 方 航 限 的 唯一 性 。 
定 规 ! 者 1.i 们 天 s 一 下 Hli.mX"=Y, 则 吨 { 有 下 一 
了 } 二 1 。 即 均 方 极限 在 概率 为 工 根 等 的 意义 下 是 唯一 的 。 
证 如 | 在 一 并 15 一 加 | 二 w 一 下 )》 一 【在 一下) 
< 魏 奋 上 下 一 下 | 十 2 奋 人 有 一 下 多 有 2 一 于 
十 可 | 站 wa 一 下 | 
加 | 下 一 全 | 十 2 再 [ 乱 一 下 二 
VEIT FI +E|IX, -rl 
一 人 和， 当下 oo ” 
这 里 第 二 个 不 等 号 用 了 许 瓦 尔 效 不 等 式 LXY| 二 VV 六 [XI 
VV 加 1 了 1: 。 由 于 左 端 与 mm 无关， 有 
BIX~-Yi:=0 


i 








故 . 
P11 于 一 了 二 上 二 1 或 P{ 了 = 了 }~1。 证 毕 ， 
均 方 极限 的 性 质 如 下 : 
(1Y 若 1.i. ma 到 一 上 Tim = ， 盈 limBX,= 
Eti. 了 mm 古 ]。 一 


此 人 性质 表 明 极 展 与 数学 期 望 可 以 交换 次 序 ， 但 是 前 者 为 普通 极限 ， 
后 者 为 均 方 极限 。 
证 利用 DY=BIY|l: 一 | 如 了 1:2>0， 有 
注 在 有 些 书 上 均 方 极 良 用 记号 “3.1, m.” 表 东 ， 
pp 2 。 





[ 轨 训 一 再 下 | 一 [再 (一 是)| Sv BIXs -RI 
当 旬 一 ce 时， 由 候 定 得 如 | 有 2 一 下 1- 人 0， 所 以 
/EEn—EX|->0 





性 质 (1) 得 证 。 
(2) 车 1.i,mm 全 m 王 院 ， 1imrF,=F, 由 


EmE(XnrFn)=B(YrT) 


特 莪 地 ， 敬 LimXs= 芋 ， 则 mC 人 n= EX, 
Ke 


证 |BCXm?n) -EXP)|=|B(InY:— Xr)) 
二 | 多 [( 玉 mn 一 证)(Y' a 了) 
十 莹 CPn 一 卫 ) 十 (人 mm 一 让 YY]| 
BICXn— XY —Y)| 
+B|IECFnm 7) (Xm)Y | 
利用 许 瓦 尔 论 处 等 式 瑟 | 五 P| 攻 v 六 | vB!Y jz， 有 
iB(CXmYn) ~ BCEV)| Sv EIR Rjv HIP -PT 
+ EIXl:vV BI- +v EIAm -Rv EY 
由 条 件 户 [一 |230 BIFa—Y 了 Ys0 (myo0, nyo0), 
故 











[BCXnFn) Oo EOCTFY-0 (mco,， n>00)。, 证 秦 。 
{3) 江 1.i,mXn=X， 1.i.mY 一 了 ， 则 对 常数 &、 二 有 
1 .iT 下 十 本 下 0) 一 必定 + hrY 


证 利用 许 瓦 尔 兹 不 等 式 ， 
Ela tbr — (aR+6r Yl 
=Blotsn— XoP,— YF)l: 
< 下 | 人 nm 一 定 )|2 十 2|w] 65| 
BICXn— Xa — YF)l+ BEIGECP, ~- FIl? 


1 D0 » 





lo | 一 至 | 十 21G1 0 起 | 
VEX-—X|r vv HIF Yr] 
+16l: BIYn—Y|’ 
由 条 件 吾 | 入 nw 一 让 [50， 世 i 了 Yn 一 了 |]:->0， 有 
RitaoX., 二 ?了 12 -> fm->eoy。 证 毕 。 
(42 苔 数列 1 名 一 1 2 有 家 限 Iim an 一 0， 又 所 是 随机 


变量 ， 则 





1.i,.m(an 人 XT})=0 


事实 上 ， 当 和 >oo 时 吾 |an 丰 | 一 jaa|: 盏 | 三 | >0。 
(5) 模 眼 1,i，; mm 这 存在 的 充分 必要 条 件 是 


1.i.m nO) 0 


or 
i 


此 竹 质 的 证 明 省 略 。 


最 后 捐 出 ， 关于 均 方 极限 ， 车 性 质 (2) 的 条 人 利 下 未 能 得 到 
1.i.m 古 2 二 克 ?，1.i.m( 及 mY n] 一 六, 这 是 因为 加 | 全 3 一 信 21? 


-ron 站 一 经 


种 百 | 蕊 xn 一 至 下 1 涉 下 到 四 阶 矩 。 

二 、 均 方 连续 性 

本 节 以 后 的 内 容 参 数 集 王 到 为 连续 的 。 如 取 [@, 交 ， 《一 co 
co)y [9,o0) 等 。 

! 定义 车 随机 过 程 { 芝 (让 ,iE 人 了 }， 对 加 定 的 ioET， 有 
li.m K(i)= Xi) 





即 . 
lm BIX() -X(t) 1:=0 
则 称 下 (z) 在 志 处 均 方 连续 。 车 到 (起 在 了 中 每 一 个 外 前 过 
续 ， 则 称 下 他) 在 守 上 均 方 连续 。 
下 面 给 出 随机 过 程 淘 方 连 续 的 充 要 条 件 。 
= 30 。 


rs pi i 





定理 2 随机 过 程 {六 (f) iE 人} 在 全 上 均 方 连续 的 充分 必要 
条 件 是 其 相关 通 数 及 x(i,, i,) 在 第 一 象限 的 分 角 线 中 萎 # 有， 
托 工 } 的 所 有 点 上 是 连续 的 。 

证 ”事实 上， 只 要 证 宇 ( 纪 在 荆 中 任 一 固定 点 和 上 连续 的 充 
要 条 件 是 Cx(ii,t) 在 (io,t0) 上 连续 。 

先 证 充分 性 。 设 Cx(， 开 ) 在 (#0, tf0) 上 连续 ， 曙 证 li.m 
这 (1 二 到 (和 )。 考 察 
思 | 人 (i) 一 全 ($0) 一 BEF) -2B[ 人 TC) ED) + BEE) 

= Rx(t,1) —2Rr(t,t0) + Rr(t,,#d,) | 

当 # 二 和 时， 出 于 上 x( 丰 ，#2) 在 (io，f0) 连 续 ， 圭 式 右 边 趋 近 于 
零 ， 政 是 (一半 (i011:>0， 

再 证 必要 性 。 已 知 1,i.m 二 (级 二 下 (加 ) ， 由 均 方 极限 性 质 
《2) 有 








limBIXUD)R(t) = EIEN (Ej 
Fb 


即 
Jim 如 本 如 六 证 毕 。 


三 ， 萄 方 号 数 
定 尽 ”和 若 随 机 过 程 4 吾 ( 旨 ，iE 人 在 和 处 下 列 均 方 极限 


人 


存在 ， 则 称 此 极限 为 i to 站 的 均 方 导 妆 ， 记 为 五 ' (i) 或 
4 人 | 。 此 时 称 下 (的 在 如 处 均 方 可 导 。 洲 工 ( 切 在 磋 中 每 
一 点 # 土 均 方 可 导 。 则 称 四 (ft) 在 轩 上 均 方 可 导 。 此 时 均 方 导数 
记 为 瑟 /( 旨 或 如， 它 是 一 个 新 的 随机 过 程 。 

下 而 讨论 隐 机 壮 程 可 导 的 充 要 条 件 。 
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定理 3 随机 过 程 4 社 (#),iE 了 D} 在 # 处 均 方 可 导 的 充分 必要 


条 和 件 是 极限 
lim 


xtt+h,tt+h')— Ry(t+h,t) 
Pe h 
一 二 《5.2) 





融 上 "一 





存在 。 因而 ， 革 (8) 在 下 上 均 方 可 导 的 充 要 条 件 是 主 式 对 寺中 所 


有 的 了 都 成 立 。 
证 ”人 先 主 充分 性 。 设 (3,2) 式 成 立 ， 只 查证 


Ltt) 村 ( 科 存在 。 当 均 方 极限 性 质 (5)， 只 楼 证 




















1].i.m- 
A 
了 二 
1 全 二 本 一 全 一 态 (1) th ) A 
太一 让 站 
hr*o 
即 
-| f 二 2 
lim B | +h 一 四 (说 本 (二 二 而 ) X03 0 
太一 各 页 
用 :0 
也 即 
Um | Hs th, +) R(tth, £) 
lim 
FE 


~ By(f,i+h)+Rx(t,t) 
高 
二 下 KE 十 入 ,tth ) Rx(t th’,t) 
全 


RyCt,t+h’ y+ Rx(t,t) 
tt 











2 BxCt tit th ) Rals+h,t) 
十 

— Rx(f,t+h’ y+ Rr(t,t)|_ 0 

四 hr J 





和 间 


因为 极限 (58.2) 存在 ， 而 此 极限 在 = 有 时 亦 存在 旧 极 限 的 束 什 
不 变 ， 所 以 上 式 契 立 。 
再 证 必要 性 。 设 斑 (#) 在 # 处 可 导 。 利 用 均 方 极 限 性 质 (2)， 





并 知 (5.1}) 式 中 极限 存在 ， 可 得 ” 
> 匡 (十 阳 一 加 (#4) 定 ( 人 十 四 一 下 (全 
骂人 

存在 ， 亦 即 极限 

tim R(th tii DO Rr(t th,1) 
a0 h 





不 ? 





Bx(i,t+h ) + Rrtt,1) 
hb! 


存在 。 必 要 性 得 证 。 证 毕 。 

于 面 叙述 蜀 方 导 数 的 性 质 。 对 寺 它 们 的 证 明 具 需要 用 均 方 导 
数 的 定义 和 均 方 极限 的 性 质 。 

C1) 藻 随 机 过 程 工 ( 门 在 了 处 可 导 。 则 它 在 所 处 连续 。 

(3) 随机 过 程 六 (让 的 均 方 导数 站 所 届 的 数学 期 望 是 


mxs(t) =BIE(H) = BT) mL(t) 


此 式 表 明 求 导 记 号 与 数学 期 锅 可 以 交 搁 次 序 ， 但 是 前 者 对 随机 过 
程 求 导 ， 拓 者 是 对 普通 夯 数 求 导 。 
(3) 随机 过 程 了 (#) 的 均 方 导数 及’( 引 的 相关 函数 是 
Hr:(#,, ts ) 二 首 [及 1) 人 (#,)] 
i Bahisi) Bg Rxti,ts) 
(4) 若 玉 是 随机 变量 ， 则 人 = 
(5) 若 玉 (让 ， 了 了 ( 引 是 随机 过 程 ， 而 a,6 是 常数 ， 则 
[oR (+P (ON = (i) + b(t) 
(6) 车 帮办 是 可 微 珊 数 ， 而 瑟 ( 二 是 随机 过 程 ， 则 
[FOF = HE +H EE) 
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上 述 性 和 质 除 性 质 (3) 外 读者 可 自已 进行 证 明 。 
下 证 性 质 (3}。 利 用 均 方 极限 性 质 (1)， 
Rax{tist) = BEXT'(F) T(E,)] 

~B[ lim th 


hr 


D1.i,m 
不 Ye 四 








Lath Et) ] 
Ek! 


= lim 于 ma 
hr 





Rr(lti+ ht Th’) 加 Rxt{#, 十 户 ， t,) 
而 . 


Ratiyt th ) + Rx(t,t,) 
- 





2 Rx CHithy ta) — a Rx(#, i) 
“3 -- 一 -- - ---- .一 一 一 一 … 





-in 外 
下 i 
A / A: 

= -gr 2 Bx (ti 1s) )—21- BE- Rx't,t,) 
Ey “Of 2 


， 
同 理 可 证 Rxi(#， #1) 一 Ba x(t t,), 
4 


四 、 均 方 积分 . 

定 尽 设 { 了 (1),iE[a, 和 是 随机 过 程 ,了 (ED) (iE [a,5]) 是 还 
数 。 把 区 阅 La, 如 分 成 各 个 于 区 间 ， 分 点 为 8 二 和 过 机 攻 芝 in 一 
了。 作 和 式 


这 Fear) Eur) Ex tp) 


其 中 ui 是 子 区 间 [tp_4; 4] 中 任意 一 点 8 二 1 2,-…,m。 令 人 = 
max (tk 一 上 x-1)。 车 均 方 极限 


1 


li.m BF) FC) Cn ti-)) 
存在 ， 及 与 子 区 间 的 分 法 和 wx 的 取 法 无 关 ， 间 称 此 极限 为 站 () 
下 (四 在 区 间 [a,8i 上 的 均 方 积分 ， 记 为 和 并 和 六 (和 df。 此 时 亦 
称 了 导 ) 耻 (1) 在 区 间 Lr,81] 上 是 均 方 可 积 的 。 


人 





下面 看 均 方 积分 存在 的 一 个 充分 条 任 。 
定理 4 广电 翌 ( 本 在 区 间 [a,6] 上 汐 方 可 积 的 充分 条 件 是 二 


重 积分 
| [rf RG, Das 


存在 ; 日 有 E|| f(DE 人 (Da | =f [FF RCs, asdt, 


证 利用 均 方 极限 性 硕 (5)， 要 积分 | 了 () 下 (1)dt 存在 





证 

in 2) Fd Xn) Ch — 1-1) 
-之 XE ed sr 0 
组 分 点 ， mz. 1 


其 中 6 一 socg< < 一 二 是 这 河 [sy 6 的 另 
人 381 和 八 二 Tax (81™ 31-1)。 亦 其 


tim E Fn) KE an) (Cte— fp) 


Pt 
A 
bi 3 
一 和 FOR{v) 8371-1)| = 0 
即 
lm | SS fm) f(s) Rx Coy) (Bip) (E7117) 
pd Ral d=1 
十 这 人 FvOF Cn RxCvs tr) Cs — B11) (8h— SA-1) 


-2 FFD Rx tr) (nu) | 


一 0D 
由 二 重 积 分 定义 ， 左 边 极限 等 于 
f | FF Rx Dasas+|, | FCF Rx Cs, tdsat 
不 35 [中 





如 所 ， 
~ 2 |. (SF Rxls, tdsdt=0 
充分 性 获 证 。 

因为 均 方 积分 | ，f(4) 基 (#) a5 存在 ， 利 用 均 方 极限 性 质 (2)， 








有 
Tim 也 | 六 f(a) 和 (ua 下 一 二 
国正 Eal 


rn 


SE FDTCeD Cs s.1)| 


存在 ， 朋 等 于 卫 | f(a | 。 亦 即 


t 


b b b 全 
| | FOOFCO RxCs, asdt = | 六 划 环 (的 时 | 。 证 毕 。 
+ 面 禾 述 均 方 积分 的 性 持 。 利 用 均 方 积分 的 定义 和 均 方 极限 
的 性质 就 能 对 这 些 性 质 进 行 证 明 ， 故 它们 的 证 明 在 此 省 略 。 
(1》 阁 随 视 过 程 芋 ( 作 在 区间 [a,8] 上 均 方 连续 ， 则 中 ! 六 在 
[&,8] 革 均 方 可 积 。 


看 吾 , [J 
(2) pil FIX Ca |=| fi BE A= | fi) 


mx(#)dt。 此 式 猴 明 数 学 期 望 与 积分 号 可 交 欣 次 序 ;但 前 着 积分 为 
随机 过 程 的 积分 ， 而 后 者 积分 为 普通 积分 。 
G3) BI FX | = [fF RxCs, asat 
(4) 着 wa、 有 是 带 数 ， 则 
人 fai) + BY (4)1dt =c[ Kit)dt+B | FP (dt 
(5) 若 X 是 随机 变量 ， 则 


J FPCDXaet 一 | fas 











(6) [ Cidt= [ AE 上 (人 


(7) 设 随 机 过 程 站 [ 世 在 区 间 fe,8 上 均 方 连续 ， 册 
YF (=| Xs)ds, a feb 


在 [4,5] 上 均 方 可 导 ， 且 了 人 (四 = 人 (8)。 
(8) 谈 随 机 过 程 二 (有 在 区 间 [a, 56] 上 均 方 可 导 ， 且 累 人 (4) 
在 此 区 间 上 均 方 连续 ， 则 


XD -X60)=| Xd 


均 方 积分 的 定义 还 可 以 推广 到 无 限 区 间 。 
定义 ” 设 随 机 过 程 { 人 (1) ,iE€[&,co)}， 及 本数 f(D)， i€tra, 
0)。 若 均 方 极限 


Li.m | CO 三 (dt 
存在 ， 则 称 此 极限 为 Ct) 下 (上 在 无 穷 区 间 [w，co) 上 的 约 方 积 
分 。 记 为 | AKC6) 开 (Di 。 
无 限 区 闻 上 的 均 方 积分 具有 类似 于 前 面 均 方 积分 从 (1) 到 (5) 
的 性 质 ， 只 变 把 8 换 成 co 即 可 。 同 桩 地 还 可 以 定义 多 方 积分 | 











fCH) 民 (Ct)at 和 | FC(f) 了 (4)dt ， 我 们 不 再 装 述 。 


下 而 介绍 另 一 种 均 方 积分 一 一 均 方 斯 蒂 尔 吉 斯 积分 。 
“五 ， 均 方 斯 落 尔 吉 婚 积分 
定义 设 { 下 ( 拉 ,fE[L&, 引 } 是 随机 过 程 ， 而 了 (i)($E[a, 6b]) 
是 函数 。 把 区 间 [6,8] 分 成 人 % 个 子 区 阅 , 分 点 为 4 二 向 芝 和 过 机 之 
之 tn 二 8B。 作 和 式 
SF TX E(te 0] 


其 中 wx 是 子 区 闻 [tx-4 ,tt] 中 的 任意 一 点 ,8 二 1,2,1,n。 令 人 一 
TAAX (tk 一 jj-1)。 若 均 方 极限 


1 叶 无 时 全 


和 DT + 








Dim SF LAD Xt)) 
存在 , 且 与 子 区 间 的 分 法 和 wi 的 取 法 无 关 , 则 称 此 极限 为 邦 ( 提 对 
左 ( 直 在 区 间 [e, 刀 上 的 塌方 斯 获 尔 雪 斯 积分 。 记 为 | f(t)aX()。 


此 时 也 称 子 (所 对 下 (区 宪 区 和 辐 [a;,5] 上 鸭 方 斯 带 尔 埋 斯 可 积 。 

对 震 方 斯 还 尔 吉 斯 积分 有 如 下 定理 。 

定理 5 均 方 斯 还 尔 尖 斯 积分 | f(t)d 太 (#) 存 在 的 充分 条 件 
是 二 重 积分 

[FOF CARxCs,t) 

存在 。 此 式 中 积分 为 二 重 斯 蒂 尔 吉 斯 积分 ， 定 义 为 

| ff aR Bm DH fe 

se 人 





[Rx(C8;, te) — Rxts: rs tr) — Rr(lsis tr dt Rxtei, tx-r)l 
其 中 6 一 $6 gs 二 和 有一 和 之 在 之 之 fm= 和 分 别 是 区 
间 [6;5] 的 两 组 分 点 ， 而 wz ex 是 满 是 37-1S08<S ja jl 二 
vjpty 的 任意 两 个 数值 ; HA= ingz (81 837-0 ,A: = mx 
(fp tri) 

均 方 斯 蒂 尔 吉 斯 积分 具有 下 列 性 质 ， 


» 和 B 

CD) BFK] = FAB X= | FC mt), 
名 » » 

(2) 如 | roaze)) = FGF aRz Ct), 


上 述 定 理 和 性 质 的 证 明 省 略 。 
有 没 区 间 上 的 老 方 斯 蒂 尔 吉 斯 积分 也 可 以 推广 到 无 限 区 间 





上 。 
定义 ” 设 { 冲 (从 一 ce 所 二 <coj 是 随机 过 程 ， 而 大 蔓 《一 ce 
所 所 <co) 是 台数 。 芳 坞 方 极 限 


1. i. io FAY 


3 


存在 ， 则 称 此 极限 为 了 () 对 下 (上 ) 在 无 限 区 间 (- oo，。o) 上 的 均 
方 斯 蓝 尔 吉 斯 积分 。 记 为 | f(4)4 蔗 (4)。 


上 面 责 条 均 方 积分 性 质 也 可 推广 到 无 限 区间 ,只 要 取 a= 一 ce 
和 1 一 co 即 可 。 | 


习 题 
1. 设 随机 过 程 
下 (机 一 下 cosesf， 一 co<i<cca 
其 中 wm 是 正常 数 ， 而 总 是 标准 正太 变量 。 试 求 天 ( 旨 的 一 维 往 率 
分 布 。 


2. 利用 投掷 一 核酸 币 的 试验 。 定 兴 殖 机 过 程 为 
08 开 了 出 现 正 面 
X()= 2 ， 出 议 反面 


假定 “出 现 正 效 ”和 “出 现 反面 ”的 概率 各 为 六 。 试 确定 尺 ( 引 
的 一 维 分 } 布 函数 全 (Zz; 去 ) 各 下 (x;1)， 以 及 二 维 分 布 哆 数 公 (zx1 


1 
Tis 人 1)6 


”3， 设 随机 过 程 { 忆 ( 划 ，- co<tccecoy 总 共有 三 条 样本 曲线 
到 (io 一 1 及 (fc 二 sint, X(t, = 008t . 
县 PCw) = 了 (6s) 一 了 (ws) 一 吉 。 试 豆 数 学 期 望 避 六 (1) 和 相关 
僵 数 Rxtti st) 
4. 设 随机 过 程 
由 9 = 





人 (=e tt, (I>0) 

其 中 六 是 具有 分 布 密度 妃 5 的 路 机 变 攻 。 试 来 全 ( 引 的 一 - 维 分 布 
密度 。 

5 在 题 4 中， 假定 随机 变量 六 共有 有 在 区 间 (0, 了 了) 中 的 均 条 
分 布 . 试 求 随机 过 程 的 数学 期 鹿 召 下 () 和 自 相 关 靖 数 有 x(iisiy)。 

6. 设 贿 机 和 过程 { 生 (人 ， 一 ceo<i<eo+ 在 每 一时 计 皇 的 状态 
只 能 取 0 或 1 的 数 信 ， 而 在 不 所 时 刻 的 状态 是 相生 独立 的 ， 且 对 
于 和 任 党 圈定 1 有 ， 

P{X(i)=I=p, Pi{X(i)~0}=1—p 

其 中 0<<p<1。 试 求 玉 ( 引 的 一 维和 二 维 分 布 ， 并 求 全 ( 太 的 数学 
期 望 和 自 相关 否 数 。 

7.， 设 { 广 n,m 关 1} 是 独立 同 分 布 的 随机 序列 ， 其 中 了 Yj 的 分 
有 别 为 


ji 上 1 |- 1 
一 一 一 一 一 » 1 = 一 2， 
| |i : 
TE2]3 


定义 了 a 一 总 生 J。 试 对 随机 序列 {Fnyn>1} 求 

(1) 六 的 几率 分 布 列 ; 

(2) 了 ,的 撤 率 分 布 列 ， 

(3) 六， 的 数学 期 户 

《4) Ys 的 档 甘 果 数 RY(n%,mw)。 

8， 设 随机 过 程 {X()， 一 oo<t 之 oo} 的 数学 期 名 为 me (1)， 
协 方差 范 数 Cx(fi, 6)， 而 9( 引 是 一 个 函数 。 试 求 随机 过 现 的 

Y (=X(1) + p(t) 
数学 期 望 和 协 方差 西数 。 

9. 给 定 随机 过 程 {下 (人 ,一 oo<<<<oo}。 对 于 任意 一 个 数 
TT， 定 义务 一 个 随机 过 程 

» 0 





P= { 1 7 
s 
试 证 ; (1) 的 数学 期 刻 和 相关 函数 分 别 为 次 机 过 程 怪 (#4) 的 一 维 
和 二 维 分 布 涌 数 ( 两 个 自 变 量 部 取 z )。 
10。 给 定 一 个 随机 过 程 不 (ty 和 常数 wk， 试用 发 (站 的 相关 
琢 数 表示 随机 过 程 
了 (有 二 古人 二 的 一 下 [站 
的 避 关 函数 。 on 
11。 设 随和 机 过 程 一 
EL)= Acos tott+ DP) ~ to 
其 中 o 为 正常 数 ， 人 4 和 中 是 相互 独立 的 随机 变量 ， 且 44 骤 从 在 
区 间 [0,11 上 的 均匀 分 布 ， 而 中 帜 从 在 区 间 70， 2zgj 上 的 均匀 分 布 。 
试 求 下 5 妇 的 数学 期 望 各 相关 六 数 。 
12， 设 腑 机 过 程 | 
(tw 一 to 


其 让 中 是 在 区 间 ( oo 一 去 入 ，an 十 于 会 ) 申 均匀 分 布 的 随机 变量 。 


试 求 互 (t 的 数学 期 望 和 自 协 方差 荡 数 。 

13。 设 随机 过 程 入 (1) = 下 《 随机 变量 ?而 召 吕 一 gr 
了 至 一 0 ， 试 求 卫 (#) 的 数学 期 望 积 协 方差 消 数 。 

14. 设 随 机 过 程 三 (1) 二 壹 十 了， “<ie%, 而 随机 矢 
最 ( 王 ,了 )" 的 协 方差 阵 为 





试 求 全 (14) 的 协 为 差 医 数 。 
15， 访 随机 过 程 下 (和 二 全 十 了 #+ 名 可 ， 一 oto0, 其 中 
年 ， YP，2 是 相互 独立 的 随机 变量 ， 各 自 的 数学 期 望 为 堆 ， 方 差 
为 1 。 试 求 苦 ( 切 的 协 方差 函数 。 
* dE 。 


pi 


16. 证 随机 过 程 王 ( 扫 的 导数 存在 ， 试 证 


| xp EE 28x | 


17. 设 亚 * 了 是 祖 也 独立 分 别 服 从 正 态 分 布吉 吉 ,c2) 的 随机 
变量 ， 作 随机 过 程 六 (让 = 三 f+ 站。 试 求 下 列 随 机 变量 的 数学 其 
望 : 





了 -- | Xas, : z= pu 
18， 试 证 均 方 导数 的 下 烈性 质 ， 





(1) 如 | 2 |]= 0 
(23) 车 4a.5 是 常数 ， eX +toY CY a 
- +BY (Cty); | 
(3) 若 闵 纪 是 可 徽 函 数 ， 则 EFCDXC)I = 【后 三 (有 
十 站 (王爷 机。 


19， 试 证 均 方 积分 的 于 列 性 质 : 
9 Bf FHF a j= fF) BE a 
(2) 若 a. 是 常数 ， 基 | . 
| [aX() FBY (1d =o XNA+B 人 PC 
20. 设 { 玉 (i)，asi<E 耻 是 均 方 可 导 的 随机 过 程 ， 试 证 
li.m OKLE) = g(t) (Ei) 
这 里 9 全 是 在 区 同 ia， 上 的 连续 函数 。 


* 42 。 





第 二 章平 稿 过 程 


平稳 过 程 是 一 类 统计 特性 不 随时 间 推 荐 而 变 的 随机 过 程 。 在 
工程 扶 术 中 这 类 过 程 见 的 较 多 。 本 剖 介 绍 平稳 过 程 的 一 些 基本 知 
识 及 其 上 应用， 包括 平稳 过 程 概念 及 其 相关 消 数 、 各 术 历 经 途 、 泣 
密度 、 平 答 过 程 席 分 钼 线性 系统 中 的 平 交 过 程 等， 


$1 平 机 过程 概念 


在 向 然 界 中 有 -- 一 类 随 轴 过 程 ， 它 的 特征 是 产生 瑚 机 现象 的 生 
变 因 素 不 晴 时 间 而 变 。 例 如 ， 无 线 电 设备 中 烙 赚 霄 电压 社 (#) 是 
由 于 电路 中 电子 的 热 运 动 引 起 的 ， 这 种 热 护 动 不 随 时 间 而 灾 ， 又 
如 ， 连 续 测 旦 飞机 飞行 速度 产生 的 测量 误差 . 斑 {1)， 册 很 多 因 染 
( 如 仅 器 振动 、 电 磁 波 干 抗 ， 气 候 等 ) 引起 ， 但 宇 要 因 案 不 随时 
闻 而 变 ， 篆 如 棉纱 各 处 直 裤 不 同 是 由 于 纤 钞 煌 运行 ， 棉 条 不 均 ， 
证 温 产 等 引起 ， 这 些 主 要 因素 也 不 随时 间 弄 变 :。 因 为 产生 随机 机 
象 的 主要 负 素 不 随时 间 而 变 ， 所 以 理 机 过 程 的 统计 特性 不 随时 则 
推 区 而 变 。 对 任意 %% 个 时 刻 #4， fs …y tw 二 的 关 维 盆 布 本 数 与 
和 十 于 和 二 Ti :w+wK 了 任 鉴 实数 ?上 的 提 维 分 函数 相间 
这 类 随 梳 过 程 称 为 到 稳 缚 本 过 程 。 

定义 设 随机 过 程 XX(#)， ie } 的 有 限 纹 分 布 卫 数 这 为 
人 再。 车 对 
任意 加 和 任意 ft 了 及 使 二 
的 任意 3 将 . 四 * 

PT 
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中 《1 ,1 
则 称 { 瑟 (ftEZ 是 平稳 (5 随机 > 过程 。 
对 连续 构 举 分 布 得 形 ， 定 义 中 (1. 对 下 条件 可 换 成 
天 区区 
i (Ci. 
当 ({1.2) 式 刻 立 时 ， 称 { 豆 ( 揣 ，tEY} 是 平稳 ( 随机 》 过 程 。 
”“” 当 多 是 离散 并 时 ， 如 卫 三 全 一 家 一 10, 42 是 ()， 
#E2} 是 随机 序列 ， 可 记 为 { 瑟 (mw 一 0 寺 4 士 ?3.…。 对 随 厅 序 
六 ， 上述 定义 申 的 ?应 到 攻 数 办 。 特 合 平稳 过 各 定义 的 随和 灿 序 
列 ， 称 平稳 ( 随机 ? 序 讽 。 
下 面 讨论 平稳 过 程 的 数字 特定 一 一 数学 期 望 、 相 关 肖 数 。 这 


黑 假 定 它 的 一 、 二 阶 撼 是 存在 的 。 为 方便 计 ， 讨论 连续 仁 率 分 布 
第 次 


， 对 一 于 分 布朗 ， 有 ,i 
. Fr = 了 加 I 
访 峙 一 、 维 分 布 秦 度 与 3 过关 。. 对 数学 期 望 背 ， 


四 mr = 全 Tf Ftd -| fs ts ou 二 到 
数学 期 记 亦 与 ， 二 无 关 ， 于 物流 名 的 过 间 基 是 党 和 、 记 mC) 


re - 
:对 二 六 疮 市 密度 ， 有 1 
站 fr rs ta ,a $1 + Ht 
二 和 布吉 冯 与 时 间 归 fi 一 4 有关。 对 相关 函数 有 : 


人 7) . =|- (anf >» Tt ft) dr dz, - 和 ,4 


一 抽 | i Tt dr dr . i 
= Rr(ttitT,ty+t) 
“a 于 








加 关 函数 齐 充 与 时 间 向 角 t, 一 下 有 关 。 记 Rxlirta) = Rx(t,— 
f1)。 通 常 写 沪 
Ry{t,t+r)}= Rr(r) 《1,3) 
与 才 无 关 ， 平 煽 过 攻 的 相关 证 数 基 -一 元 硝 数 。 
平稳 过 程 的 数学 期 部 是 常数 ， 它 与 样本 汪 数 的 铭 间 如 图 2-1 





国 了 3- 


下 而 者 闪 平 过程 的 协 方差 男 数 和 方 郑 数 。 利用 协 方 总 函 
- 数 与 相关 研 数 的 关头， 有 
Criist+T)= RrCf,t+7}— mim + 
二 展区 () 一 于 :2 
丝 时 协 方 盖 画 数 与 于 无 关 。 亦 是 -一 元 通 数 。 记 Vz(r)= Or(¥, 
二 了)}。{1. 科 式 可 改写 为 


Or(t = Rr mE | {1.5) 
平稳 过 程 的 方差 可 由 敌 方 状 函 数 获得 | 
DrtD=0Oxti -CrD = RO — mt {1.6) 


六 而 方差 与 上 无 英 ， 它 是 一 个 常数 。 记 为 Dx。 
平 稿 过程 还 有 另 一 种 意 勾 。， 它 是 用 一 阶 答 数学 斯 望 和 一 阶 托 
相关 阐 数 进行 定义 ， . 
定义 ” 设 随机 过 程 { 王 (机 ， 的 一 二 阶 矩 存在 ， 者 有 
数学 期 望 
nxtt) = 二 mx (常数 (1.7) 


» #5 





和 相关 卫 数 
Rr(li,t+r)= RrirT) (1.%) 
与 jj 无 闫 ， 刚 称 1 定 (1)，iE 人 } 为 苞 平 稳 这 程 。 

闪 面 用 有 限 维 分 布衣 娄 满 是 (1.1) 让 定义 的 平稳 过 程 ，. 相 对 
地 称 为 强 平稳 过 程 。 弹 平 稳 过 程 蛮 称 宽 平 稳 过 程 或 广义 平 稳 过 
程 ， 相 对 地 ， 强 平稳 过 程 也 称 为 严 平稳 过 程 或 狭义 平稳 过 程 。 

下 面 讨论 强 平 稳 过 程 和 可 平稳 过 程 的 关系 。- 一 般 地 说 ， 强 平 
稳 过 程 示 一定 是 弹 平 稳 的 ， 这 是 因为 强 平 稳 过 程 定义 只 涉及 有 限 
维 分 布 ， 而 并 不 要 求 --， 二 了 酚 矩 存 奉 。 但 是 ， 对 二 阶 矩 过 程 ， 强 
平稳 过 程 必定 是 愉 平 稳 的 、 反 讨 来 ， 骅 平稳 过 程 是 否 是 强 平 稳 鸡 
呢 ， 队 定义 看 ， 吕 平稳 过 程 只 要 求 数 学 戎 妄 与 于 无 关 ， 导 不 出 一 
维 分 布 与 土 无关， 又 相关 函数 Rx(#f ,i 二 了) 与 无关， 和 导 不 出 二 
维 分 布 人 (miyray ,4+ 中) 与 4 无关， 所 以 ， 红 平稳 这 程 不 - 定 是 
强 平稳 的 ， 

定理 正 杰 过 程 是 强 平 稳 过 程 的 光 要 条 御 是 它 为 弱 平 鼻 坟 
程 ， 即 正 态 过 程 的 强 平稳 性 简 平稳 性 等 价 ; 

证 “从 要 性 显然 ， 这 是 因为 正 态 过 程 是 .- 阶 矩 过 程 。 下 面 还 
充分 性 。 若 正 态 过 程 { 王 ( 菇 ， ET} 是 强 平 稳 的 ， 旭 有 onx( 芍 一 
mr Ratts+T) 二 Rr(?)， 因 下 Or(ii 十 们 二 Ox(7T)， 正太 
过 程 的 有 限 维 分 布 密度 完全 地 为 数学 期 望 和 协 方 基本 数 所 确定 ， 
它 的 吕 维 分 布 密 度 为 

本 本 
本 1D 和 (一 
0 和 
其 中 
PE 


= my rx) 


冯 二 a 


* 4 





本 协 方 差 阵 . | . . 
Crt tt Oxf 4 的 Cx{i + rT 





0 UU xt 十 了 十 本 Cr ws 二 于 十 本 人 (十 人 十 到 
Urttnt Tt, iit) CxCtsi r,t + Th yttnt Tis t+ 
CF Cx) Oats ty) ee Cx (tn~#) 
| 人 人 C00) ee Cxrlin— 6,) 
Oxtd tn) Cxtis—in) ee CO0) 
人 人 《1 » Cxlt, ts | i xbitn) 
| Oxltrst 2 下 7 人 n) 
Crtinsi ) OxCtnsty) 四 O x(tn st ny 
所 以 


FryTar ns tT) 
: = f(sitg pn in) 
故 { 开 (的 ，8E5[~ co，co 计 是 强 平 稳 过 程 。 证 华 。 
率 忆 -而 讨 论 的 平稳 过 程 都 基 指 绕 平 稳 过 程 。 在 本 素 中 ， 由 
于 以 后 的 讨论 只 涉及 平稳 过 程 的 一 ， 二 阶 徐 ， 我 们 拒 这 科 内 涉及 
一 、 二 阶 短 的 平稳 过 程 理论 称 为 平稳 过 程 的 相关 理论 
举 一 些 平稳 过 程 的 例子 。 

例 1 设 党 机 序 狮 {XX(n) ,0 十 1 二 2 ， 其 中 工 (m 
是 两 两 不 相关 的 随机 变 最 ( 注 }; 而 再 悍 ( 多 一 由 疙 下 (一 0 
因为 轴 下 (my) 是 常数 ， 又 相关 阔 数 ， 

oy 3 一 个 
BCFODXC+m] 一 0 0 


所 以 王 (%w} 是 平稳 随机 序列 。 这 个 平稳 随机 序列 称 为 高 获 它 史 
于 在 有 芭 书 上 加 工 (1), 度 (2), “… 杠 站 独立 的 条 件 ， 蛙 然 ， 本 书 所 加 的 条 件 匀 


到 





声 。 让 栗 随机 变量 下 (又 邓 从 正 态 分 布 站 (ao ， 那么 称 In} 
为 还 态 白 曲 声 。 

例 2 设 { 人 (9) ,nm 一 8, 士 1, 十 2,.…} 是 例 + 中 的 腾 机 序列 、 
作 . . 


了 (一 之 oo 有， me, 士 1 二 2 


其 中 四 是 自 热 数 ， 而 ausq,…yex 是 常数 。 我 们 称 工 (n) 是 离 做 
白 蝇 诊 五 (4) 的 滑动 和 。 


BF (n) = 3 qxBKEn-h)=0 
又 相关 函数 四 


Ryln, n+tm)= EY CF mm 
Yap (Cn) 这 GI Dy 


六 
C0 
如 
= > BX (Nn DIE(m+m~ 分】 


i 


二 阅 Ok Wm th0 | 
. oa : 
它 与 % 无 关 ， 所 以 了 了 (m) 是 平稳 序列 。 
另外 ， 作 柄 本 序列: 


(9 一 > oxX Cm) n=0, 十 1, 土 2, 


其 中 由 常数 系数 构成 的 级 车， a 政 化 6 我 们 称 (my 是 高 散 白 
台 声 在 (nn) 的 无 限 滑 动 和 。 上 式 中 的 级 数 应 理解 为 
2(%} =} ,im 之 gz 


寺 一 ee 














注 利 开 第 一 章 $5 蜀 方 极限 禾 质 (82， 由 所 十 条件 之 _ 旺 <eo 可 以 得 到 此 
”说 限 必定 存在 。 
六 





Tr 





数学 期 望 
Bap) lim SDT(n-h) = SarBXm-D=0 
Fe 


又 相关 函 昭 
. Rztn,nim)= Biz(n) ztnt m)] 


> or (nb) 写 tm 


下 A 


二 ps SS. wusjB[E (nm )] 


ne 下 “om 二 2 


= 名 学. ia Rx Cm 了 十 和 = 二 dm er 
I 


它 与 m% 无 关 ， 所 以 xn) 也 是 事 稳 序 殉 。- - 
例 3 随机 相位 正 芯 波 瑟 ( 和 一 490s [oo 二 各)， 其 中 Ga。 是 
正常 数 ， 击 随机 变量 名 服从 在 半 ， 人 车 分 布 。 在 第 一 
章 $2 和 饮 1 中 ， 已 经 计算 得 到 
. xtt)=0 
和 站 
RxChis fi) onwlt, —f) 


| 
Rx(T = Rx(t, fT) mS 00Nwor 


表明 数学 期 四 是 常数 ， 相关 函数 仅 与 再 疝 间 两 有 关 ， 所 以 其 ( 失 


是 平稳 过 程 。 
例 4 设 其 机 这 程 区 (< oo8wrt + Beinot, 一 co<tc 


eo， 其 中 om 是 正常 数 ， 而 4 、 卫 是 相 下 独立 随机 变量， 县 有 
BA=BB=0,. DA~DB=0 >0 
‘iy 才 条 让 


先 算数 学 期 望 
， BA(t = EAoawt+ EB. sinwtd 
及 相关 函数 
Rx{t,t+T)= -BICA oos wet + Bainwot) 
(Acosw(t tr TF Benoa(# tr))] 
=BA*,coswoto0sw tt JT+HB Since sino.(t + ry) 
一 好 009 moT 


仅 号 Tt 有 关 ， 故 芝 (是 平稳 过 程 ( 衬 )。 . 
例 5 陛 宙 电报 信 


， 号 下 ( 科 (~eo<iceo) 
”是 只 取 于 了 或 ~ 工 变 化 
“前 电流 信和 号。 它 的 和 祥 本 
。 盖 数 如 图 2-2 所 示 。 对 
” 库 定 的 所， | 
PAXCD= +I} 
~P{X(D)= -1 
] 


. 2 
三平 负 导 的 变化 是 随机 的 。 在 [二 z] 时间 内 正 负 号 变化 的 次 数 
记 为 (i,# 十 7?)。 设 随机 变量 玉 (#,# 十 +) 服从 参数 为 7 的 泊 松 
分 布 ， 其 中 入 >0。 下 图 讨论 芋 ( 引 的 平稳 往 。 
先 算数 学 期 强 
一 TI) ,去 一 0 : 
再 算 相 关 冰 数 。 当 T>>0 时 ， 
Rx(t, f+2}= [CRT 
= P(X(CODXGFDEIY 
: + IPAXOK(USD) SD} 
”让 在 本 田中 如 灯 扫 随机 变 最 4、 如 相持 独立 改 为 六 相关 ， 可 以 得 到 同样 结论 ， 
。 .50 8 








Ca 


这 里 事件 ( 瑟 ( 有 王仁 十 一 了 引 表 未 访 ( 拉 与 下 人 二 下 是 癌 导 的 ， 
法 求 在 区 间 上 上， + 十 了 中 正 负 号 变换 0 次 ， 2 次 ,4 次 ,…， 其 概 这 
ME rt 
P{X(ORCG+T)= 7} 3 ,pj1 z 
卫 事件 {了 (8 芝 ( 十 可) 一 一 了 全 表 承 二 (有 与 5 X(t) 异 号 ， 者 
求 在 区 河 [#， 4 十 z] 中 正 负 导 变换 工 次 ， 3 次 ，…， 其 概率 


业 丰 +1 
已 { 下 ( 胃 吾 (十 可 一 一 下 | 一 | op, -ar 


所 雇 


EIXOXU+D)I=T 袜 MW a eB DT oar 


(28)! A 这 TT 
2 a + 
- 
= leAre™"ir— Ite 了 
当 =<0 时 ， 同 理 可 得 [四 (4 六 (4 寺 人 )] 一 L227。 _ 综合 丙种 情 
况 ， 相 关 函 数 可 以 表示 为 
Rx(lf,t+T)= 1e aa 
与 无 关 ， 改 随机 电报 信号 是 平 稳 过 各 
下 面 介绍 修平 稳 过 程 。 
定义 设 {8( 让 。iET} 是 复 随机 过 称 。 若 
mg) 二 mz( 介 常数) ET 
县 Raliis44) 仅 与 一 本 有关， 而 与 如 无 关 ， 即 
Rstt, st)=B[S( ZTDI= Rar), 让 ,志士 工人 到 
则 称 {2《t)，iE 人 P} 是 复 平稳 过 程 。 
例 8 。 设 复 随机 这 程 
Z(H)= I et Feit, — oo tei oo 
其 由 入 是 实效， 了 且 为 天 加 ;“ 商 Z1，Z25 是 不 祖 关 的 复 随机 
变 共 ， 有 2) 一 怕 Z,=0， 避 | Z| 一 oi， 避 1 人 上 =o03。 试 讨论 











石 1] 到 


它 的 平稳 性 。 
.数学 期 望 
BZ BINtt Ze m0 
又 各 关闭 数 
7 Rat it EISTTD] 
= EI(Z,) et Zoe ht) (2F,4 gt eiatt+r)] 
BIZ eilrt Ze it 
= i ode tr 
与 无 关 ， 所 以 乡 ( 直 是 复 平 稳 过 程 。 
另外 ， 设 随机 过 程 
La Dieihnt, ootcos 
其 中 加 守 和 (Ej 了 1j 一 1,3,…s)， 而 Z1，22,…，Zn 是 两 两 
示 相 关 的 复 随机 变 贰 ， 且 盏 ZN 一 0 DZx 二 o%。 同 样 地 可 以 得 到 
BZ(t)=0 | | 
和 和 . 
Ralt i DB YOTDI ole 
相关 国 数 与 * 光 关 ， 所 以 这 个 (2) 也 是 平稳 过 程 。 
复 平 稳 过 程 的 协 方 束 亢 数 
Collisi) = Ra(tyst) ~ malth) mH) 
. =Rzt{t; 8 ms)” 
它 仅 与 时 间 闻 陋 刀 一 机 有 关 类 。 可 内 记 0z(D=02(tyt+7)， 
方 部 . 
| Dg(t)= oa 9 
它 是 非 负 的 实 常数 。- 
二 Ba » 





好 2 相关 涵 数 的 性 质 


、 官 相关 函数 的 社 质 
平 区 过 程 {(9 ,EP} 的 自 相关 汪 玫 具有 如 下 性 属 ; 
(1) Rx = BEY) 0 
证 Rx(0)=Ry(i,i 引 二 BE*(f)>20. 
(29) 1BRi(T) ERXA(OD 
证 “利用 许 瓦尔 兹 不 等 式 刀 | 呈 了 | 宝 v 和 vv 再 FE 可 
以 得 到 
RxD)=1Rx(t, HD BEOAXG+T)! 
BEF) pa 再 过 zf 了 十 厅 = Rr Ry = Rx(0) 
(3) 相关 函数 有 x(7) 是 偶 旺 数 ， 即 Rx( 一 5) 一 有 Rx(r)。 
证 Rx(-?)=Rx(f,17)=E[X(I)E(i 7)] 
=BIX( -TAI= Rx(i—7,t) = Rx(?) 
(4) 相关 函数 及 x(z)》 具有 非 负 定性 ， 即 对 仔 意 自然 数 m， 
任意 m% 个 实 散 ,ttn 和 偶数 44,44,… ,tm， 有 


人 > Rx{Ti— TE) 0 
EE] 


证 由 第 一 章 2 中 相 尖 画 数 Rx(Ct,t 2) 的 非 负 定性 


六 > Rx(Ti ~ TE} = 也 Rr(lrr, Ti) sti 


1 I=2 
”由 协 方 状 枉 数 定义 Cx(t) 二 BB[(X(i) 一 mx)(X(t+*r) 
人 Hx)]， 易 见 协 方 荆 函数 也 有 同样 的 四 条 性 质 ， 而 第 一 条 人 性质 应 
修改 为 Ox(0) 二 Dx， 四 

下 年 讨论 连 练 平稳 过 程 的 相关 函数 。 

和 如果 平稳 过 程 {X (i) ,iET} 在 了 上 均 方 连续 ， 则 称 下 (1) 是 
在 全 上 连续 的 平稳 过 程 。 





3 " 





定理 设 { 芋 ( 直 ,1ET} 是 平稳 过 程 ， 则 它 在 全 于 连续 的 充分 
汉 要 条 件 是 相关 辣 数 Rx) 在 7 一 0 处 连 综 ， 并 且 此 时 及 x( 丰 在 
“各 红 
二 阶 短 过 程 {下 (#)，iETT}， 它 在 人 上 连续 的 充分 必 婴 条 
件 是 Ra :) 在 所 有 (#,f) 点 上 连续 ， 而 te 全。 但 对 平稳 过 
程 ， 这 个 条 件 变 成 RRx(7) 在 Tf 二 0 连 绪 。 
证 先 证 充分 性 。 设 Rx() 在 7==0 连续 。 对 任意 4,ET， 
BIRXCOY XCD = Rx(t,t) — 2Ra(t,to) + Rx(to,to) 
1 Rr(0) — Rx(to—ét)] (2.1) 
当 tfo 时 ， 有 计 一 #0， 叉 由 于 Bx(T) 在 7 一 0 连续， 得 到 
BIX(E)— 人 X(t) 全 -> 
再 证 必要 性 。 设 守 ( 二 在 f= to 连续 。 在 {2， DD 式 中 ， 令 fu 
i 一 fr， 得 到 
BIX(to—5)— E(BRx(0) Rx(7t)] 
由 于 了 X(5) 在 fo 点 连续 ， 故 有 当 5>0 时 左边 趋向 于 零 ， 岂 读 
HmRx(r) = Rx(0) 


即 百 xz 在 了 7 一 0 连续。 
最 后 需要 证 明 Rx(7) 在 全 上 连续 。 事 实 上 ， 对 任意 reET， 
|Ry(t)— Ry 一] 加 [大 (二 是 (二 本] 
一 加 [十 《 打 疏 ( 二 十 To) 1 
一 |] 杏 { 下 ( 扫 [ 有 人 十 本 一 下 人 十 Te) 
BY) v BITCUTTD ~ RET) 
证 TToy 因为 (i) 在 二 To 处 连续 ， 所 以 厂 | 二 人 十 人 一 吾 
(fo 十 5)1*>0， 故 有 . - 
Rxy(t7)— Rxr(t) | =>0 





凤 
lim 下 了 fs 一 加 六 (TD 证 毕 。 | | 


二 各 bd 


、 玉 相关 函数 及 其 性 上 后 
定义 设 两 个 平稳 过 程 人 X(t),， 了 {EECIET)。 若 系 相关 阔 数 
Rxr(lt,t+5)= EIR (t+7)] 
不 依赖 于 上 ， 则 称 卫 ( 让 与 了 (1) 是 平稳 相 关 的 或 平稳 联 素 的 。 
记 为 Rxr(7)= Bxrtt,f 二 +T)。 
显然 ， 此 时 互 协 方差 函数 
Cxrtt,t+T)= Rrr(iyst + — mr(ti)mr(t +r) 
= Rxry() — mxmyr 
也 不 依赖 于 上。 可 记 Cxr(T 一 中 xf 十 T)。 
平稳 相关 随机 过 程 的 互相 关 范 数 具 有 如 二 性质， 
(1) 县 本 re 一 7 一 下 CT 
(2) | Rxr(D)| Ev Rxr(Ov Rr(D), 
这 两 条 性 质 的 证 明 与 自 相 关 函 数 完全 相册， 希望 读者 自己 证 。 显 
然 ， 互 协 方 荆 函数 Oxy(7T) 也 有 相应 的 两 条 人 性 质 。 


§3 各 态 历 经 


一 、 各 访 历经 性 概念 可 

平稳 过 程 的 数学 期 望 和 相关 尊 数 怎样 通过 试验 近似 地 确定 
昵 f 一 种 很 向 然 的 方法 是 进行 多 次 试验 得 到 多 个 硅 本 函数 。 用 在 
某 因 定时 刻 的 试验 平均 值 去 近似 数学 期 望 

如 果 作 wn《 很 大 》 次 试验 观察 得 到 的 样本 函数 为 #1 (2) ， 
~ ( 龟 ，…，ma( 鸭 。 对 于 固定 的 二， 数学 期 记 

osx 一 下 大 (入 二 val) 
k=l 

而 相关 函数 | 

Rx(W)—BEXCGD) Rt) I welh)zse(ti +t) 


"55 。 








《 参见 图 2-1 》。 用 这 和 料 的 方法 近似 计算 数学 期 望 和 相关 函数 ， 
裤 要 % 个 样本 函数 ， 丽 且 为 了 使 计算 较为 精确 便 需 要 虽 相 当 大 。 
人 是， 在 工程 技术 中 常常 很 难 测 量 得 到 很 多 个 样本 函数 。 考 虑 到 
平稳 过 程 的 绕 计 特性 不 随时 间 推荐 而 挛 ， 那 么 能 涯 利 由 一 个 样本 
函数 去 近似 计算 数学 期 望 和 相关 函数 呢 ? 答案 是 肯定 的 。 本 节 讨 
论 利用 一 个 样本 沙 数 近似 计算 平稳 过 程 的 数学 期 加 和 相关 函数 的 
理论 和 方法 。 

。 设 { 下 (分 ， 一 co<#<coy 是 平稳 过 程 。 如 果 下 面 均 方 极限 存 
在 ， 并 记 为 





。 1 
‘D1 i ma 


则 称 之 为 平稳 过 程 忘 ( 臣 在 区 间 ( 一 ce，c) 上 上 的 村 间 平 均 。 对 网 

定 的 ， 又 车 下 面 形式 的 均 方 极 眼 存 在 ， 上 可 记 为 

1 

277 

风 称 之 为 平稳 过 程 了 (#) 在 区 间 《一 2，co) 上 的 时 间 入 关 吧 数 。 
人 定义 看 ， 平 多 过程 的 时 间 平 均 和 时 间 相 关 前 数 分 别 是 随机 

变 景 。 后 面 将 氢 志 利用 一 个 样本 画 数 近 似 计算 时 间 平 均 和 时 间 相 


| Xd 





‘EDR =1i.m | XX) 
. T= 一 


美 一 数 的 抽样 值 的 方法 。， 
我 们 希望 得 列 ”i 7 
四 《本 (有 一 和 Me (3.1) 
KIRSTIE Bx(T), a.9. (3.2) 


这 里 记号 &,8, 是 缉 文 名词 81] most su79 的 沙 写 ， 慨 涵 论 中 通常 
解释 为 概率 为 1 地 成 立 。(3.]) 和 (3.2) 式 分 别 表示 
PUX(D) =mzx}=1 
和 对 固定 Y 
PlaR(i)X(i++T) = Rxy(tr)}=1 
数学 期 望 mx 也 称 为 密 间 平均 。 青 论 上 说 ， 它 是 随 折 过 程 的 


s S36 。 





多 个 样本 曾 数 在 加 时 肇 的 信 的 理论 平均 值 。(3.1) 式 表示 时 间 平 
均 概 率 鸭 1 地 等 于 空间 平均 。 若 (3,1) 式 成 立 ， 则 称 平稳 过 程 
二 (#) 具 有 数学 期 望 的 各 恋 历 经 性 ,有 即 遍历 性 《 Ergodis)。 我 们 的 
目的 是 通过 时 间 平 均 获 得 空间 平均 。 另 外 ， (3.2) 式 也 表示 时 间 
相关 部 数 概 率 为 1 地 等 于 相关 通 数 。 当 + 辕 定时 后 者 相当 于 随机 
过 程 全 ( 科 是 (#4 十 5) 在 机 时 刻 的 空间 平均 。 车 (3.29 式 成 立 ， 
则 称 平稳 过 程 和 直人) 具有 相关 函数 的 各 恋 历经 怪 ， 即 通 历 性 
(C Ergodis ) 。 我 们 的 目的 是 通过 时 间 相 关 函 数 获得 相关 苞 数 。 
数学 期 望 的 者 楚 历 经 性 和 相关 殉 烧 的 各 访 历经 性 统称 为 平稳 过 程 
的 各 态 历 经 性 。 如 果 要 求 平稳 过 程 基 有 各 态 历 经 性 ， 需 要 对 过 程 
户 身 加 上 上 一定 的 条 件 。 

下 商 举 一 个 具有 各 态 历经 性 的 平稳 过 程 情 子 . 

例 1 闪 有 随机 初 相位 正弦 波 

及 《有 一 人 CO 十 画 )， oi 

其 中 4 、ane 是 正常 数 ， 而 更 在 区 间 [0,2w] 中 均匀 分 布 。 试 讨论 
之 (ff) 的 和 省 3 ps : 

解 在 1 例 3 中 已 说明 下 (和 是 平稳 过 程 ， 并 计算 得 到 

1 区 一 0， Rr(lT) = coswor : 


加 在 计 站 时 闻 平 均 和 时 间 相 关 本 球 。 导 同时 


‘Xl i i | gon (wot + Bt 








一 ], i ma Leogcout eos — Sinwt sinB]da . 
1.i .img cosB | ooswosat 


. gona sinwrT 
ed | 


Te wp 


a SF 4 





于 面 最 后 一 个 等 号 成 立 用 了 第 一 章 5 中 均 方 极限 性 质 (4)。 肝 间 
相关 函数 


EDFUTT) -Lim cos (wo | 省 ) 
Tr 2 -rT 


oo8 Too 了 十 YY) 二 la 


。 a 1f7 了 
一 lm gr 去 | [oos (2cw08 + woT 二 2 必 ) 


GOB woT ] at 一 于 6zeog woot 
因此 
(下 【一 和 0 ‘EOIREt+T) = Rx(T) 
疏 平稳 过 程 廿 (让 具 有 数学 期 望 和 相关 函数 的 各 坊 历 经 件 ， 

刘 该 指出 ， 并 不 是 任意 平稳 过 程 都 具有 各 态 历 经 性 。 下 面 举 
一 个 简单 例子 。 

例 2 随机 过 程 忆 ( 卜 一下。 一 co<t<co。 其 中 互 是 具有 
一 二 阶 矩 的 随机 变量 ， 但 不 服 共 单 点 分 布 或 两 点 分 布 卫 { 二 一 
二} 二 1 (46>0)。 试 讨论 它 的 各 态 历 经 性 。 

解 ”容易 算得 、 

mx 二 入 于 Ry(r)=EX 
小 下 (是 和 和 社 各。 再 站 时 将 区 时间 相关 于 玫 。W 





Xl im zr| 广 df 二 站 
而 时 间 相 关 函 数 


< 眉 ( 有 是 企 十 3 一 1， i I 





3 | Xdi= xX 


由 于 开 不 服从 单 点 分 布 或 两 点 分 布 {到 一 十 4} =1(a>0)， .因此 
P{X 一 XK}=1 和 了 {四 ? 二 百 六 =1 水 成 立 ， 所 以 这 个 平稳 过 


a BO » 





程 芋 (£) 不 具有 数学 期 总 和 家 关闭 数 的 各 坊 历 经 性 。 

二 、 各 态 历经 定理 

一 个 子 稳 过 程 需要 加 什么 条 件 才 能 具有 各 态 历经 性 呢 ? 下 面 
介绍 两 个 定理 。 

定理 1( 数 举 期 望 各 灾 历 经 定理 ) 设 1X(0i)， 一 < 
中 是 平稳 过 程 ， 网 

‘EY = 及 9。 
的 充分 必要 条 件 是 
lim mm 二 | 【1- JURx(Cn ~ mldr—0 (3.3) 





证 先 分 剖 计 算 汉 《)? 的 数学 项 加 和 方 基 ， 数学 期 刘 
BX(i);= Bi. i. mr | Xdt | 


—lim m srE[|, X(t | 


3 
tm | BX =m C3,4) 
= a3T}_, ¥ 党 » 


方差 、 . 
DX = HT{f)} (BR Y 


= 本 二 | (0 人 


“Xat]| 一 mm 











村 Xda | 三 (ta | m3 


.万 
hp | Ry(to ddidt ms (93.5) 











二 而 第 三 个 等 号 成 立 用 到 了 第 一 章 人 5 均 方 极限 性 质 (2) 。 作 积 
分 变量 变换 T 一 幸 二 1。 Ts 一 和 一 下 雅 可 比 行 列 式 








. 59 


Sr [| 


积分 区 域 的 变化 见 疼 2-3。 变 换 后 的 积分 区 域 记 为 号 。 





男 ?23 


全 Re-tDatats = RxCr) dnd 
4 Pr(zo) 瑟 dridrs 一 2 rs | 
三 
一 2 C2P 7) Rx (8.6) 
其 中 第 二 个 等 式 用 到 了 呈 xzfzs) 是 偶 图 数 的 性 质 。 把 {3.6) 式 代 人 
(3.5) 式 ， 得 


Eby ， 
DX =—lim 考 | (1 RT) 


| Rx(T) A 





=lim | (1- )L Rx) -ml (3,7) 


了 





人 
这 里 利用 了 职 分 而 | (r=1. 


现在 来 证 明定 理 本 身 的 结论 。 由 C3,4) 式 ， 


(Emyy BD. 


+ 人 0 = 








可 改写 为 : 
(Cy 二 BC, BS 


又 此 式 威 立 的 充 要 条 件 是 只 < 至 ( 抽 : 一 0。 和 根据 (3.7) 式 ， 即 是 


a GE 一 me 


证 人 毕 。 

推论 。 若 平 净 过 程 尺 ( 满足 条 件 lim 尽 xz(r) 一 mm&， 芭 lim 
Cx)=0, Wi) = mr 

这 个 推论 给 出 了 平移 过 程 上 共有 数学 期 望 各 态 历 经 性 的 充分 条 
件 。 表 明 当 时 间 间 隔 天 限 变 大 时 两 个 状态 线性 联系 无 限 变 器 的 平 
稳 过 程 具有 数学 期 望 各 态 历 经 性 。. 

证 只 要 证 明 (3.3) 式 成 立即 可 。 现 在 用 极限 的 定义 进行 证 
角 。 南 条 件 ， 任 给 a>>9， 可 以 找到 正 数 人 以 固定 )， 当 7 守卫 |s 
有 | 县 xfz) 一 mz 之 es。: 因 询 


| ER -me 


去 方 | .| Rz(z) 一 md 





一 二 | 1OxCnDlar+ 击 | ,IRx(7) 一 mar 








x(0) + 让 (2T -TD SOx(0) +2 
只 要 取 人 > 5 Dh ， 就 有 
| 于 =- Fr Rx(T) 一 mler < a8 
(3.3) 式 成 立 。 证 毕 。 
下 面 举 一 个 例子 。 
+ BI « 


例 3 在 81 例 4 中 随机 过 程 (= A wt + Bsain wi, 
已 经 算得 zx 一 0， 吾 xfz) 一 zcogaooy。 试 讨论 这 个 平稳 过 程 是 否 
县 有 数学 期 望 各 笨 历 经 性 。 

解 ” 为 此， 验证 条 件 (3.3)。 计 算 


lim 关 (1—3)o swordr 


了 一 





所 以 且 平 稳 过 程 具 有 教学 期 刻 各 寿 历 经 性 。 

下 面 诗 论 相关 函数 的 各 态 历经 和 性。 当 7 固定， 相关 耳 数 

Rx{7)= BIX(E)R(+:)] 

可 以 看 成 是 随机 过 程 { 有 (有 是 在 十 T ， 一 co<yicool 的 数学 期 
望 。 

令 革 区 有 一 全 (有 下 全 z。 知 要 对 了 c( 科 用 数学 期 望 的 各 
态 历 经 定理 人 定理 J )， 首 先 权 求 它 是 平稳 过 程 。 可 以 验证 ， 如 
果 所 ( 旨 是 强 平 稳 过 程 ， 则 开 =( 世 是 强 平 稳 过 程 。 现 在 瑟 ( 旨 是 
弱 平 稳 过 程 ， 考 察 了 +t{t) 的 平稳 性 。 它 的 数学 期 望 

. BY.(i)=— Rx(r) 
与 4 无关， 而 相关 水 数 
ELY oH)F z(t 5)]=E[X(I) X(t +7) 
在 人 《十 TD 到 人 十 T 十 三 )] 

涉及 到 斑 ( 门 的 四 阶 答 ;§ 但 是 ， 放 (让 是 二 阶 矩 过 程 ， 不 能 得 到 
这 个 四 阶 短 与 无关。 于 是 ， 随机 过 程 了 (和 的 平稳 性 不 能 由 
于 (让 的 平稳 性 推 每 ， 需 楼 作为 假定 条 件 。 对 了 zc(1) 用 定理 1 可 
得 下 面 定 理 。 | 

定理 2《 班 关 函 数 各 访 历 经 定 规 ) 设 对 任意 给 定 的 (有 
至 人 十 9 一 coci<ool 是 平 稿 这 程 ， 则 

< Oo yl), EB: 网 














+» 2 » 





成 立 的 充分 必要 条 件 是 
tim 记 | . (一 各 -0Be(e) 一 Ra(r)jdri=0 
其 中 

Bs(r)=BLXCG) XG)ECG + TTF)] 

在 实际 应 用 中 通常 讨论 的 是 时 间 为 0<i<oo 的 伴 稳 过 程 
妃 { 维 。 此 时 时 间 平 均 和 时 间 袍 关 秀 数 志 需要 用 下 ( 引 在 0<4< 
co 范围 内 的 值 作 定义 。 类 似 于 定理 1 和 定理 2 有 下 茄 两 个 定理 。 

定理 3( 数学 期 望 首 恋 历 经 定理 》 设 {tf)， 0 人 oo} 
是 平稳 过 程 ， 则 

_ i177 
lim | X(t= mx a (3.8) 
成 立 的 充分 必要 条 件 是 
lm 志 |. (1- 亏 }CRx(n-- ?各 6r 一 0 

定理 4 ( 相关 蔓 数 各 坊 历经 定理 ) 设 {(f 席 (十 TT,0 寺 

#4<ioo} 是 平稳 过 程 ， 这 里 Y 芝 0， 则 
1.. mm EOCGTON= Rx as, (3,9) 





成 立 的 充分 必要 条 件 是 
lm 入 | (1— 入 LB (Ce) ~ RECT) de 一 0 
其 中 Bi(T1) 如 定理 2 中 给 出 。 
. 平稳 序列 {XX (mn)， 葛 二 ,1,2,…} 也 有 和 相应 的 备 志 历 经 定理 ， 
叙述 如 下 : 
定理 5( 数学 期 望 各 态 历 绎 定理 ) 设 {XC)， n=0,1,2， 
…} 是 平稳 序列 ， 则 
im XD mx, aa， (3.10) 





* 3 »。 


也 的 这 分 人 条件 是 
lim (1— TR -m=0 


lm er 


定理 6《 相关 本 数 各 态 历经 定理 ) 设 { 区 (my 素 (n 十 加)， 
9 一 0,1,2,… 小 是 平稳 序列 ， 这 里 吧 是 固定 的 非 负 刺 数 ， 财 


Lim a INEGI+m) = =Rx(m), a.9. (3.11) 





本村 过 是 


lm 村 了 (1 ) Bnd) - Ri(m)]=0 


其 中 
Bmn(?)= 畏 [ 苹 (nm) 人 个 寺 mm 十 让] 
三 、 者 访 历 经 定理 的 应 用 4 
本 沾 最 后 要 和 解决 对 具有 各 态 押 经 性 的 平稳 过 程 ， 利 用 一 个 样 
本 函数 近似 计算 数学 期 望 和 相关 函 数 问题 。 在 表示 各 态 历 经 性 的 
《3.8) 和 和 (3.9) 式 中 ， 用 了 了 均 方 收 误 的 极 配 。 我 们 先 讨论 均 方 站 名 
利 依 概率 政 仑 的 关系 。 
定 沈 设 随 机 变量 序列 {证 %， mls, 小 各 随机 挛 量 卫 。 阁 
对 任意 Dr 人 0 有 
lim PI{|X,— FX|>e} =0 
本 
lim 叫 { 一 下 | 一 时 一 1 
则 称 及 4 依 概 率 收敛 到 于， 记 为 p lim 卫 。 一 不 。 
定理 7 若 1.i.m 玉 二 六 ， 则 plm 及 a 一 及 


此 定理 宕 明 人 均 方 收 合 到 吓 必 有 依 概 率 收敛 到 入 ， 亦 即 均 
方 收 化 比 依 概 率 收 化 强 。 
站 和 让 本 的 


证 “利用 广义 切 比 雪夫 不 等 式 P{| 了 | 之 s} < 二 BI1Y1*， 有 
PXa— Xo} CHBIXa -Xl 
由 定理 条 件 ， 当 %->co 时 盏 | 素 。 一 和 |?->0， 央 而 
P 症 于 一 关 | 2 时 0 
即 下 依 概 率 收 伍 到 旦 。 证 毕 。 
设 平稳 过 程 4 妃 (1,0<ticco}, 它 的 一 个 样本 函数 为 z( 区 ， 
0<i<oco。(3.8) 式 表示 数学 期 望 的 各 态 历经 性 ， 即 
1.i.m 闻 去 | 。 Xd = my 


丝 式 中 积分 可 以 采用 把 [9， I 即 
| XA,i.m 之 XO) A 1 my ; x(sT) 


- 于 
其 中 b= 有 Citin=T， 击 =ir- ti 不 


名和 。 于 是 


1 Pe 
im 并 ( 广 ) 一 mx 


即 
1.i. mm 二 裤 (ED)=m mx 


， Te Nim NE 
和 水 用 上 还 定型 得 到 ， 对 任 给 s>>0， 有 
Tim lim Pi YX 人 8) ) 一 mx <sj=: 


和 下 一 co Nor 


当 天 和 妈 相 当 大 ， 旦 委 很 小 时 ， 


PP 售 和 x (er)- mx <sl~l 


根据 实际 推断 原理 ， 一 次 抽样 得 到 样本 函数 x(i)， 事 件 
1 宫 =G7)-mzj< 
可 以 认为 一 定 发 生 。 于 
md < 斑 六 2 人 (3.12) 
由 此 式 可 见 ， 近似 计算 mx 实际 上 只 需 用 到 样本 函数 4(#) 在 
记 守 (1<8<N) 点 上 的 函数 值 。 这 些 点 可 以 称 为 采样 点 。 见 图 








2-4。 我 们 实际 地 测量 c(h 千 )(1<<h< 育 ) 的 值 ， 然 后 可 用 (3.12) 


式 近 似 计算 得 到 mx 的 数 信 。 但 是 ， 要 求 了 和 广 都 很 大 ， 且 地 很 


小 a 








! 
| 
1 
1 
1 

下 

i 


图 2-4 


下 面 介绍 相关 栈 数 Rx(z) 的 近似 计算 。 考 赛 r=y 和 分 ， 其 中 


7 固定 ， | 类 似 电 ， 由 (3.9) 式 可 得 
Ti.rm1., imP ll-y XE 谨 +?) 


Te No 


ml 





. GE 


‘ott ee 





因而 
Rz(r 和 jw Es)s(G+tr)s) C3.13) 
此 式 要 求 下 很 大 , 玉 -- ”也 很 大 ,是 分 很 小 。 通 常 取 mm 一 二 全 守 ， 


便 能 够 符合 玉 一 7 很 大 的 要 求 。 
《3.13) 式 右边 的 时 涪 相 半熟 数 近 似 值 可 用 计算 机 进行 计算 。 
在 实时 处 理 时 ， 也 可 用 仪器 -一 相关 分 析 仪 获得 时 间 相 关 郊 数 。 
最 后 指出 ,在 实际 问题 中 各 态 历 经 性 的 充 要 条 件 ( 如 定理 3， 
定理 4 ) 很 难 检验 ， 因 为 条 件 中 出 现 的 xt7)， BrtT,) 都 是 不 
知道 的 。 工 程 中 对 各 态 历经 性 常 采用 先 用 后 由 实战 作 检 验 的 方 
法 。 





$4 平稳 过 程 的 (功率 ) 谱 密 


本 节 介 绍 平 稳 过 程 的 详 跨 度 。 宇 在 物理 中 表示 功率 洲 窗 度 ， 
是 一 个 重 赤 的 物理 量 。 谱 密度 在 平稳 过 程 的 理论 和 实际 应 用 中 扮 
演 着 重要 角色 。 我 们 先 从 数学 角度 引进 半 密度 。 

、 和 相关 函数 谱 分 解 

设 平稳 过 程 { 和 (8 一 ce 所 co 的 相关 国 数 是 如 人 7。 
所 谓 相 关 训 数 的 说 分 解 ， 是 指 把 它 表 示 成 储 里 叶 积 分 的 形式 。 由 
下 面 定理 给 出 。 _ 

维 纳 一 辛 软 【Wiener-Khintchine) 定理 设 连 续 平 稳 过 程 
{ 玉 (#)， 一 J 之 t<s0} 的 相关 蓝 数 是 Rx (7)， 则 有 Rx(7) 可 以 表 
示 为 

Bx(TD 一 站 -| ereagko)， 一 so<rcee (04.D 


其 中 新 (w) 是 有 界 非 降落 数 ， 且 
二 87 和 二 





名 [一 co) 一 0， P(ro0)=2r Bx(0) 
(4. 了 D 式 称 为 维 纳 一 辛 钦 公式 。 

证 令 总 zx(7) 一 Ry(T)/Rx(0): 注 |。 显 然 究 x{ 中 = 二 1。 因为 
平稳 过 程 是 连续 的 ， 所 以 相关 函数 及 x (在 一 co<e<eo 连续 
因而 苦 x(w) 连 弥 。 又 出 稻 关 阔 数 及 ro 的 非 抽 定性 ， 易 每 大 xft) 
灼 非 负 定 性 《 注意 RRx00) 0 》。 利用 附录 $2 中 的 波 芋 纳 尔 一 
六 软 定理， 得 到 名 xz(z》 是 一 个 特征 函数 ， 可 表示 为 

Rx)=| ored7(a) 
其 中 天 \o) 是 概率 分 布 函 数 ! 亦 即 


了 和 (1 人” 
. Ra 人 dl2xw Fr (wm)}) 


改写 为 
Rx (r= | dP) 





其 中 六 (ww) 一 2x 玉 x (C0) 六 (w)， 而 六 (ww) 符合 定理 要 求 。 证 毕 。 

(4.1) 式 中 将 (o) 称 为 平稳 过 程 下 (好 的 〔 自 ) 谱 函数 。 如 果 
存在 非 负 画 数 8x(w) 使 

Fo)=| sz(ojao， -mu 

那么 称 Sxfaw) 为 平稳 过 程 政 () 的 C 自 ) 谱 密度 。 它 的 物理 意义 
将 在 后 面 解 释 。 

如 果 自 相关 函数 Rx (7) 满足 条 件 | _| Rx(t)|dr<oo， 那 么 
所 (ww) 可 微 ， 故 有 配 (@o) 一 8x(o)。 此 时 (4.3) 式 可 变 成 


Rr(D = Br) erresr(ojdao， 一 co<r<eo (4.2) 


注 这 里 要 求 怕 x(0) >0， 而 加 0) 二 9 时 定理 显然 成 六 ， 
争 后 各 昌 


一 一 全 一 





利用 信里 叶 变 换 理论 ， 将 (4.2) 式 反 演 可 得 
Sx(o) 一 erroBz(z)arz 一 co<o<co (4.3) 


由 此 可 上 见 xfal) 是 吾 z(z) 的 傅 里 时 变换 ， 而 五 xfZ 是 号 xto) 的 
友和 傅 里 叶 谈 换 。 

对 于 平稳 序列 也 有 类 似 于 上 面 的 结论 。 | 

定理 设 平稳 序列 { 太 (m)，% 一 0, 土 1, 土 2,…} 的 相关 阔 数 是 
Rx{wm)}， 贡 | 


Rx(m) = eimodBlw), m=0,+1,+2,.- 


- (4,4) 
其 中 铬 (w2) 是 {一 zx， 上 有 界 非 降 函 数 ， 且 全 (一 #5) 一 0， 也 (x*) 
~=2xRx(0), 

此 定理 可 以 用 附录 52 中 赫 尔 格 洛 兹 定理 进行 证 明 。 

(4 ,全 式 中 名 (ao)，wuE[ 一天， 天 ] 称 为 平稳 序列 的 人 息 ) 谱 函 
数 。 如 果 在 在 非 负 画 数 .8x(o] 使 


| Po)= | Sx(0) dw, A 





那么 称 Sx(a)，wEf 一 mm] 为 平移 库 列 焉 (n) 的 ( 自 ) 庶 密度 。 

如 果 Rx(m) 满足 条 件 沁 | RxCm)i<oe， 可 以 证 明 名 lw) 可 

微 ， 放 有 以 (ww) 一 Szx(w)， 一 x<wm<w。 此 时 ，(4.4) 式 可 变 成 
Rx (Cm) =) "Sz de | we 二 =0; 十 1, 十 各- 


(4.5) 
它 的 反 演 公式 是 


So 一 eimoRyx(m), —n 人 Cw (4.6) 


”中 面 举 一 些 计算 平稳 序列 谱 密 度 的 例子 。 





* 人 


例 1 在 $1 例 1 中 离散 白 噪声 的 各 关 国 数 是 
- gy m4 一作 
Bx(m)=\ 0 ， 3 产 自 
由 {4.6) 式 ， 它 的 谱 密 度 人 x(w) 一 go?， 一 ww 之 we。 结果 表明 ， 
”离散 白 噪 声 的 谱 密度 在 区 间 [ 一 上 ， 和 好] 中 是 常数 。 


例 2 在 31 例 2 中 离散 白 最 专 的 有 限 澡 动 和 也 (m) 的 相关 
函数 是 


Ry (mm) 一 > Orme 
求 请 (zw 的 谱 窗 度 。 


解 ” 为 方便 起 见 规定 ， 当 1<0 或 iN 时, qz 一 0。 由 (4.6) 
式 ， 了 ( 史 的 详 密 度 


bd ， 于 
Sr{w) 一 ,之 LA 和 > Wim tO 


2 


Nm bd , 
—o 2 DD oiigpgmrk—= a > pa 8 


KE 
K=O m=- sD 夫 =- 下 


Sl og: 之 > BE 


EE=0 T=0 


一 (六 OE > FDA o> 
= B= 





EF 
> te i 
二 = 


例 3 在 81 例 2 中 离散 白 噪声 的 无 限 清 动 和 2 (nm) 的 相关 
锋 数 是 





Rolm)= Saramnrro mm 一 0, 芋 1, 士 2 
求 Z (mn) 的 谱 密 度 。 
解 ” 由 (4.6) 式 ，2Z (m 的 谱 密度 


上 mu 
一 2 
Salw)= 2D em YY gpGmino 
m= R= 
bi gs t+ ww 
-一 之 ,> htm rpcit eit Ey o 


» ?0 » 


， [ En 
7 i + 
一 0 oe BY amene ik) 





nk T= 
一 可 YY) qreit® YY gjerie 
Pe 了 
了 aa 。 ;及 
一 好 > nek" | 
下 = -2 


二 、 庶 密度 的 帕 理 意 义 

上 面 纯粹 从 数学 观点 定义 了 平稳 过 程 的 庶 密 度 。 而 这 个 名 称 
来 自 无 线 电 技术 ， 在 物 班 中 它 表示 功率 谱 密 度 。 下 面 我 们 利用 上 
洪 分 析 方法 介绍 平移 过 程 { 忆 (可 ， 一 ce<t<ec} 的 功率 谱 密 度 。 
分 三 步 讨论 : (TD) 先 讲 确定 仁 信 号 的 功率 谱 密 度 ， (2) 然 后 讲 平稳 
随机 信号 的 功率 谱 密度 ， (8) 再 进一步 获得 平稳 随机 信号 功率 庶 
密度 与 相关 函数 之 间 的 传 里 叶 变 换 关系 ， 从 而 说 明 谱 密度 和 功率 
谱 密 度 是 一 致 的 。 现 在 进行 详细 讨论 。 

1. 确 党 性 信号 的 功率 请 密度 ”对 确定 性 信号 2(#)， 一 co<t 
过 oo 作 频 庶 分 析 。4(#) 可 表示 # 时 刻 的 电流 强度 或 电压 。 根 据 电 
学 中 电功率 公式 画 一 J:R 一 U2/R， 如 果 取 电阻 忆 为 1 欧 既 ， 那 
么 oz( 二 表示 信号 在 二 时 刻 功 率 。 下 面 利用 Fourier 分 析 中 的 定 
理 对 信号 z(t) 作 谱 分 解 。 

定理 。 若 函 数 (让 (一 o<t<o0) 满 足 多 氏 条 件 和 | 1z( 旨 | 


Gi<o0， 则 x( 科 可 表示 为 





= Pd -oi<e (4.7) 


其 中 
Foto)=| soiotdt, ooo (4.8) 





(4.7) 式 说 明 信 号 4(8) 可 以 表示 成 庙 分 量 太一 ”za) dwe ses 








的 无 隐 费 加 ， 其 中 心 称 为 画 频 率 。 妃 sfo) 一 般 是 复 函数 ， 移 之 为 


信号 2(#) 的 频谱 。- 如 一 | Ps(a) 4d 是 加 频率 为 几 的 谐 分 基 的 所 





粮 。 利 用 w% 一 2x5f， 其 中 了 表示 频率 。 振幅 便 为 | Fz (2xf)1ay， 
而 洲 分 早 也 可 表 为 五 s(2m 站 G7ei257t。 由 类 谱 分 析 理 论 ， 谐 分 晤 
在 块 带 [f， 了 十 Qf] 中 的 能 最 为 [Ts(297) 1d。 

由 (4.8) 式 ， 显然 本: 一 @) 一 了 38tw)《 +# 号 表示 复数 的 共 
示 )。 

现在 讨论 信和 号 x(#) 的 总 能 基 和 谐 分 量 的 能 景 之 间 的 关系 ， 

巴塞 做 (Parseval) 等 成 车 | 天 (Da<eo， 旭 

















{ (1) ds = 去 全 Fs Cw) Pade (4.9) 

此 式 左 庙 表 浅 信 和 号 x( 引 的 总 能 量 , 这 是 赔 为 2*(8)di 为 时 间 (#， 
t+di ) 中 的 电 功 ， 而 右 端 次 写 为 | _1Pe(2mP)1zaf ， 其 中 1Fs 
C24 了 ) | "dy 为 谐 分 量 在 顷 带 [f,f +6f] 中 的 能 霍 。 (4.9) 式 表明 信 
号 的 总 能 量 等 于 各 谐 分 重 能 世 的 友 加 。 在 闫 率 域 中 ,| fs(2xf)1 
表示 在 频率 了 处 的 能 ( 量 ) 谱 密度 。 见 图 2-5， 亦 即 1s(o)1? 表 
示 在 园 频率 w 处 的 能 ( 量 ) 谐 密度 。 但 是 ， 通 常 总 能 量 | 2 (人 
一 ,例如 局 期 性 信号 就 是 这 样 ， 然 而 平均 功率 





1 PCF) 





:72 9 





lim | (Ed 
往往 是 有 限 的 。 

作 x(#) 的 截 必 疗 数 
ey 
0 i> 
它 在 区 闻 ( 一 %，c2) 上 绝对 可 积 。 由 人 ,83) 式 ， 


Fil,F)—|- welt) oiotdt = (的 et 本 (4,10) 


rr)=! 


对 nz(t) 用 巴塞 伐 等 式 得 到 x() 在 时 间 ( 一 了 ,了 ) 内 总 能 量 
[rT la (4.11) 


两 按 除 以 2 了 ， 再 让 卫 ->c 取 航 限 得 x08) 在 时 间 ( 一 ce ,ceo) 内 平 
均 功 率 
lim | 1 (6 di = lim 去 人 Pa, 2 上 5 
网 -em 27 


TP 2 
,12) 
即 
lim 人 下 一 1 Hm -= Cw TT) | dw 
有 pCE Aas 吕 并 lim a zf 了) 
在 频率 城中 看 右 靖 ， 其 中 
lim 3 Fs Cw TY 


称 为 信号 多 (在 处 的 功率 说 密度 。 

，2. 平 稳 随机 信号 的 功 素 湾 密 度 ” 设 平稳 随机 信 入 为 下 (1 ， 
一 oof 之 oo， 上 徊 的 x 门 可 以 看 成 它 的 栓 本 函数 。 和 如 玉 1 中 对 
随机 信 竺 至 ( 科 作 讨论 ， 具 要 把 x(1) 搞 成 荆 ( 切 即 可 。 把 .10) 
和 他 ,11) 式 的 $(3) 换 成 了 (i73 得 


Fx,T)—| 三 (etotd {4,13) 
和 


这 | X20) Gt = | rT) ld {4.14) 


在 后 一 等 式 两 边 取 数 学 期 望 ， 再 让 了 一 oo 取 极 限 ， 得 


+ 7 时 1 ” 3 1 
lm 如 [37 X(t) dt |=— 2 全 徊 访 
BL|IFx(w,T) ?Ido ~ (4.15) 


等 式 左 端 是 平稳 随机 信和 号 革 ( 丰 在 时 间 ( 一 2,0) 中 的 平均 功率 。 
这 时， 平均 的 舍 义 包括 对 时 间 的 平均 和 对 随机 变量 的 于 均 。 在 类 
率 域 中 ， 记 





ee x =lim Br 
EI Fx(%,7')|’] 
(4.16) 


称 之 为 平稳 随机 信号 
秋 亿 ) 在 处 的 功率 谢 
密度 ， 见 图 2-6。 
事实 上 ，(4.15) 式 
的 左 端 . 





2 
=EX(0)= Rxr(0) 
国 而 慌 .15) 式 可 以 改 等 为 


tim 如 | 3 XC es] lm 3 | BER?)at 


To 


Rx(0)= | Sree 


所 以 下 x (0) 宕 示 平 均 功 率 。 
和 





3. 平 稳 随 机 信号 功率 详 窗 度 和 相关 夯 数 的 关系 设 [ |Rx 

CD 14r<oo。 下 而 证明 用 (4.16) 式 定义 的 功率 谱 密度 Sx(w)， 有 
Sx(o)=| ei Rx(r)ar (4.17) 

即 Sx(w) 是 Rx(7) 的 侍 里 叶 变 澳 。 事实 上 ,让 (4.16) 和 (4.13) 式 


Sx (Cw) lm EA xCwm, TI 


~tm 1 万 i een 和 (Detetai | 
Te 2 -了 工 . -TT 


一 lim | | BECGNR( Ye io-tddt dt, 
Tre 2 J -ri 
一 fm wr, | Rx Cbs bde io tdi,dt 
oo BT re 2 1 2 
作 积 分 变量 变 搁 二 二 全 十， 三 三 和 一 厂 。 积分 区 域 的 变化 见 图 
2-3。 于 是 ， 


Sx(%) = Hm ayr|| Rx ei dn Cr 


Tr 2 


] lap _ 
=Bm gy |, OT -ID BRC)e nd, 


i | (1 Rx) rd 
pi! Q—. 3 -Rx{s), {rf < 
| 0 ;17|>2T 
上 圭 式 变 为 


Sx (Cm) =- 人 Riv}e ira 





显然 


lim REC7) = Rx() 
由 于 | 1Rx(7)]dr<oo， 于 是 积分 与 级 限 可 交换 次 序 ， 有 


Sx(o)=[ lm RI(CT)e torcT 一 上 Rylvye ordr 
最 后 证 朋 了 (Cd4.17? 式 ， 即 访 均 C0) 是: Rx(lr) 询 性 里 叶 变 换 。 利用 
反 演 公式 
Rz(D- | S(trd (4.18) 


所 以 功率 谱 窒 度 恒 x(@) 也 就 是 (4.3) 式 中 的 谱 密 度 。 
三 、 谱 密度 的 性 质 和 计算 
说 密度 x(tw) 是 实 的 、 非 负 的 偶 陋 数 ， 对 此 我 们 可 用 谱 密 嵌 
的 数学 定义 进行 证 明 。 由 性 ,3) 式 和 Rx(7) 是 偶 省 数 ， 得 
Sx(w)=—|- Ry(r¥ dr Rr(lr}o0nmr ar 


-i By(r) sin wras = 2| Rx(7) CO uF RT 
Ho 前 


所 以 x(w) 是 实 的 侦 孙 数 。 及 各 (ao) 一 Sx(w), 而 而 (a) 是非 隆 
的 ， 故 访 x《®) 非 负 。 需要 指出 ， 这 些 性 质 也 可 以 用 功率 谱 密度 
的 定义 (4.16) 式 进行 证 明 。 

前 面 的 功率 谱 密 度 也 称 双 边 功率 谱 密度 。 实 用 |: 周 频率 不 可 
能 是 负 的 。 工 程 上 还 用 
单 边 功率 庶 效 度 ， 其 定 


必 为 
Gx(w) = 
28 y(twm), DO 
| 0 cl 
{4.19) 





训 的 图 象 如 图 2-7。 


16 + 





相关 阔 数 及 x(T) 和 功率 谱 密 度 8xta) 之 间 关 系 也 可 以 用 关 
函 歼 积分 的 形式 表示 。 前 面 已 得 到 


SxCw)=2| RxCr) eonor ds (4.20) 
由 (#4,.18) 式 和 应 x{w) 是 偶 隐 数 又 司 以 得 淹 
Rx(r)— | 8x(oyeosar Ceo {4.21) 


下 面 介绍 平稳 过 程 谱 密 度 的 计算 ， 包 括 由 相关 函数 算 谱 密 度 
和 由 谱 窗 度 算 祖 关 国 数 丙 个 方面 。 实 际 上 这 是 计算 正 反 储 里 叶 实 
换 的 问题 。 计 算 方 法 有 丙种， 一 种 是 利用 傅 里 叶 变 换 原 函数 和 象 
函数 的 表 ， 以 及 傅 里 叶 变 换 的 性 质 进行 计算 ， 如 表 2-1 中 给 出 了 
最 常用 的 相关 函数 和 谱 密 度 的 变换 ， 另 一 种 是 二 接 计 算 积 分 
(4.17) 式 或 (4.18) 式 。 我 们 对 两 种 方法 分 别 进 行 合 绍 。 先 对 表 
2-1 作 一 些 解释 ， 然 后 通过 例子 介绍 方法 。 

在 只 2-1 中 第 1、2、 3 行 的 相关 函数 Rx(7) 分 别 是 指数 赛 
减 ， 三 角形 ,指数 据 落 赛 减 的 函数 ， 而 第 5 、6 、7 行 出 现 Sx(%) 
或 BRx( 人 号 是 5 画 数 。 为 此 先 简单 地 介绍 让 本 数 。 

定义 车 8(e 一 oo) 满 中 











十 ceo， 当 了 一 入 
(7 一 2o) 一 上 0 当 gw 
和 
| 8(z— ro dre=1 
划 称 B(x 一 xT) 是 在 一 Xo 的 函数。 
这 不 是 通常 意义 让 的 函数 ， 可 以 看 臣下 面 矩 形 波 的 极限 。 记 
1 
sole -| PP 2a 
0 ， [Et 


* TT 2 


一 -一 











C+ ny 








lo | < 














汪 [ 和 (一 5》 十 
Bl + )] 
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pi ba 
ra mr 

ee 

-一 


其 中 6>>0， 它 的 图 象 如 图 2-8。 此 时 有 
lm ga(%— To) = (rx— 0) 
关于 5 函数 的 积分 有 如 下 公式 : 
[F868— sar 0) 
例 4 设 平稳 过 程 的 相关 汉 
数 是 太 x(T) 一 SoBt7) ， 其 中 常 
数 占 o>>0， 计算 它 的 谱 密 度 
事实 上 ， 由 (4.17) 式 和 用 
函数 的 积分 ， 有 
Sr(o) 一 So erior3(ar 一 goeriooS 











结果 表明 谱 密 度 等 于 常数 ， 见 图 2-9。 功率 谱 蜜 度 为 常数 的 平稳 





过 程 称 为 白 ( 色 噪声。 这 个 名 称 
来 自拍 色光 可 分 解 成 各 种 闫 率 的 
光谱 ， 而 功率 谱 大 致 均匀 。 需 度 
指出 这 里 是 连续 的 白 噪 声 ， 而 
1 例 1 中 是 对 平稳 序列 而 言 的 
离散 白 噪 声 。 本 例 是 表 2-1 中 的 
第 6 行 。 

例 5 者 平稳 过 程 的 谱 密度 
x(t) 一 8(wm)， 求 租 关 通 数 。 

事实 上 ， 出 (4.18) 式 可 得 





Rxrt{*) = 六 | err 一 元 


结果 表明 相关 函数 是 常数 。 这 是 表 3-1 中 第 5 行 。 
岩 2-1 中 第 4 行 ， 谱 密度 由 对 w==0 直线 对 称 的 矩形 给 出 ， 
这 种 平稳 过 程 称 为 低 通 白 噪 声 。 





* 了 日 ， 


例 6 在 8t 衣 3， 例 4 中 相关 函数 形式 是 Rx(T) 一 g’eog 
ao ， 也 是 表 2~1 中 第 7 行 余 强 函数 的 形式 ， 试 求 谱 密度 。 
解 把 总 xfz) 改 写 为 
Rx (7) = -0 (0ior + oior) 


由 (4.18) 式 ， 
1 


后 ee 
i Te-ios) = Sa(o)ceraa 


册 全 里 时 变换 中 不 函数 与 象 函数 的 一 一 对 应 性 ， 必 有 有 
Sx(o)=ro [Go 一 oo) Fé(w+ co)] 

需要 指出 上 面 三 个 例子 的 相关 函数 不 待 合 前 面 的 要 求 。 在 例 
4 中 Rx(0) 一 co 。 表示 平均 功率 是 无 穷 大 ， 而 例 5 和 例 6 中 
| 1Bx (1dr 一 oo 。 所 以 这 三 个 例子 由 的 传 里 时 变换 和 传 里 叶 
反 变 次 帮 不 是 通常 意义 下 的 ， 而 仅 是 形式 上 的 。 

下 面 举 两 个 通过 计算 复 函 数 的 积分 ， 获 得 谱 密 度 或 相关 函数 
的 例子 | 

例 1 在 和 1 例 5 中 随机 电报 信号 的 相关 函数 是 Rx(7) 一 
Jze-2wiel， 试 计算 它 的 功率 六 密度 。 

解 由 (4.17) 式 ， 


Sxz(o)=I°| er iioT dr = | 丰 TFI 1 














一 下 人 earieorar+ | GIT 
0 








art fo ei 1 
dw |o 2 je |. 
了 2 了 2 dn.1> 





ani | ord do 
正 绪 音 也 可 通过 坦 形 2-L 得 到 。 
+ 0 » 


机 8 已 知 平稳 过 程 的 功 素 谱 密 座 
二 
cd 十 了 人 co 十 日 
永 它 的 租 闫 函数 Rx (7) 和 平均 功率 。 

解 出 (4.78) 式 


1 cz 十 4 jt 
Rx (a | rf Thr do 人 


合生 (co 一 























这 种 积分 可 以 用 复 变 函数 中 的 留 数 进行 计算 。 先 介绍 一 个 公式 ; 
若 Rx) 是 分 母 无 实 零点 的 有 理 函 数 ， 且 分 子 分 母 没 有 相同 的 零 
A 而 分 侠 的 宝 比 分 子 译 少 高 一 以 ， 由 对 2>0 有 

人 RE)eairdr— nd Rert Rg)eris, gl (4.23) 

一 加 四 

上 面 和 式 中 2% 是 吾 f2) 的 分 母 在 上 半 复 数 平 酒 的 零 司 。 

考虑 (4.220 式 中 220 的 人 情况。 地 

2 直人 022 十 自 一 《22 十 呈 ) (x? 十 1) 王 0 

得 到 零点 2 二 十 35， 土 各 其 中 4 一 35， 是 在 上 半 平 面 的 两 个 零 
点 。 利 用 公式 {4.23) 得 


Rx (n= 2 te “| crt 于 1 i | 


2» 2 二 4 ra 3 
tho | -crit rn" 3 

















。 - 5 - - i 
= z 十 。 Bt 它 8 
i 1635 世 “ (= SC 536 ™) 


由 于 Rx (7) 是 偶 阔 数 ， 对 任意 ”有 
Rx(r) 一 着 (9e- 二 58-alrl) 





而 平均 功率 是 ”Rx(O) 一 下 = 到。 


最 后 介绍 利用 信里 叶 变换 原 通 数 和 象 国 数 的 才 以 及 健 颗 叶 
sa Sl] * 








变换 的 性 质 计算 谱 密 度 或 相关 阔 数 的 方法 。 伟 里 叶 变 换 用 记号 他 
表示 。 前 多 -+ 表示 友 传 里 叶 变换 。 此 时 (4.179) 和 (4.18) 式 可 分 
别 避 示 为 
FRr(r)}=Hr(m) 
和 Fi x0)} = Rx(r) 
其 中 民 x(T) 和 8x(o) 分 别称 为 乔 里 叶 变 换 的 原 函 数 和 象 函 数 。 
传 里 叶 变 痪 的 性 质 很 多 ， 我 们 仪 列 出 下 面 三 条 性 质 : 
(1) 线 竹 性 质 of.(7) 寺 osf4(7)} 
=0F {ft} + oF {f(T)} 
(2) 反 仿 里 呈 变 换 线性 性 质 “ 多 -eapi(a) 十 cagps(o) 
= {go to lp (om)} 
这 里 co ，e。 是 常数 。 
C8) 卷 积 性 质 Ff (wg(7-wew } 


=9 作 xc — W)C 1 


FF {gn)} 
例 93， 已 知 平 稳 过 程 革 (让 的 相关 函数 
Rx(T)=8+4e lo0g28 
试 求 说 密度 xtm)。 
解 ” 由 题 设 ， 
Ry(Tt)=5+2e TI(1 -cosdr) 
=—=5+2e Ht 22 3ricogdr 
利用 和 三 里 叶 变 换 性 质 和 表 2-1， 
Sxtw)=F{RxtnN}=—=5F{l}+2F {eM +29 {ec ?To0a ds} 








6 3 3 
一 10m6fa) 十 2 re Te 


6 6 


一 10m5(m) + tort a orto td 


* 2 





例 10 对 例 # 中 的 谱 密 度 8xfo)y ， 试用 傅 里 时 变换 法 求 相 
关 冶 数 吾 xCE)n 

解 由 于 总 zz 是 8xrfo)? 的 反 傅 里 叶 变 换 ， 而 Sx{w) 是 有 
理 分 式 。 通 常 先 把 六 x(a) 化 成 部 分 分 式 后 ,再 求 原 轴 数 人 Rx{7)。 
宇 x(0) 可 以 天 了 示 成 部 分 分 式 ， 
w+4 __ 4 B 
oo 二 10a :十 9 加 2 十 也 0 十 纺 


利用 己 等 关系 可 确定 常数 4 二 计 ， 刀 ~ 吾 。 于是， 








S xt) 一 


Rx Sx) Tt 


十 < 十 
-tr Er 
~ ori Ltd 
查 表 2-1 可 得 . 
_ 3 , i li 5 . 1 glrl .3 JT 5 ,=—91Th 
Rr(D— gg tH ig + 


所 得 结果 与 便 8 相向 。 显 然 ， 用 现在 这 种 方法 计算 比较 方便 。 
在 工程 技术 中 经 常 遇 到 一 类 有 理 谱 密度 


区 2 十 区- 各 十， 十 全 
i a -moo 





I x)= 3 


其 中 则 ，Gpm -ay rs ay tos bom2s "se dos pa 都 是 实数 ， 和 人 
0 ，n< 之 mr} 下 分 子 分 母 没有 相同 的 零点 , 分母 设 有 实数 的 零点 。 

上 式 要 戏 有 理 前 数 的 分 于 分 母 只 出 现 侦 次 项 的 原因 是 Sx(w) 
为 惕 六 数 ， 而 要 % 之 m 的 理由 是 保证 

| Sxto)dwco 
使 有 xfr)y 与 Sx(w) 有 有 正 反 全 里 叶 变 和 痪 关系 。 在 本 节 放 8 和 例 ? 
中 所 见 测 的 谱 帘 度 者 是 有 理 谱 密 诬 。 
* 3 。 








四 、 互 谱 密度 及 其 性 岳 
平稳 过 程 的 谱 获 度 也 称 自 谱 赛 度 。 设 乎 稳 过 程 大 (全 ， 纪 人 
是 平稳 相关 的 ， 我 们 可 以 定义 互 谱 密度 。 自 谱 斑 度 在 | _| Rx (7) 
1dr<co 的 条 件 下 定义 为 有 Rx(7) 的 伟 里 时 变换 ， 即 
8Sx(o) 一 | _Rx(oerierdr， ~ 


同样 地 ， 设 互相 关 函 数 湖 足 人 1Rxr(s1er<oe ， 则 Rxy 

(如 人 针 答 里 让 变 找 
Sxr(o) 一 | Rxr(We ra, op 拭 站 所 ep (4.21) 
存在， 称 之 为 平 驴 过 程 至 过)， 亚 好 的 副 谱 密度 。 

看 用 傅 圾 叶 变 搞 的 反 演 公式 ， 有 

Ray (7)= 2 Sxyr(awjetarduw， 一 co<r<ceoo (4.25) 
加 RRxy(T) 是 六 xy(@m) 的 反 情 里 叶 变 换 。 

寡 划 指出， 刀 湛 密度 -- 般 是 四 的 复 图 数 ， 未 能 像 自 谱 窗 度 那 
样 有 物 埋 意义 。 它 的 作用 在 于 把 把 讨论 直 相 关 羡 数 转 换 到 频率 域 中 
成 为 讨 沧 互 谱 密度 。 

互 详 密 度 具 有 下 列 性 质 ; | 

(1 Srr( 一 一 Sr(oy，S&rfal 一 Srxfo)。 前 一 等 式 表 


后 到 S yyy) 届 有 臣 回 对 狂 性 。 
证 ”混用 互 谱 密 庶 定 义 . 














Sxr(-o=) Bare | Rr(ne tdr ~ gir(%) 


及 月 互 扯 关 函 数 往 质 
Sxr(—w)}= [i Rx Coeivrar=[ FM 


一 | Rys (tein er mSyy (0), 证 毕 。 


# 驴 二 





(2) Refyxr(oll，Re[Srxfao)] 是 实 的 偶 函 数 ， 而 fa[S yxy 
(0)1，ImiSyx(w)] 是 实 的 奇 阴 数 。 
证 由 (4.24) 式 


Szr(o) 一 全 Ryy(Cry COg wT sr-if Ryr(lT} sinwrt dr 
故 RelS xr Cw)] = 全 Rxr (Tr) oogwr ds 


Im[Sxr (wm)] = — | BRxrcn) sin wr ds 





显然 Re[Sxy Cw)] 是 偶 函 烤 ， 而 ImES yy (w)] 是 次 函数 。 同 职 林 
证 RelSyxtwm}j 是 偶 疯 数 ， 而 Im[Syx(w)] 是 奇 并 数 。 证 毕 。 
(3) 互 证 密度 与 自 诬 徐 度 有 不 等 式 关系 
[Sxr(o) | Ev Sx(lw) wv Sr(w) 
证 ”类似 和平 自 谱 密度 可 用 (4.16) 式 江 示 。 对 互 谱 密 麻 有 
Sxr (0) =1inm sr EB{F x( -0, TI) Fr) 








因而 

(Sxrto) | =Hmgr | 1Px( 一 o， T) Fy(w, T)}| 
和 加 | 及 |v 辣 [ 是 [7 六 | 六]* 可 得 
[Sxr tw) [<lim EAPFx(—o Tv EllFY(w, TT 








rv 








= lp 互利 ze | 时 Vlim i BE yo) 








=v Sx(w) v Sytw) 。 证 毕 。 
例 11 设 平稳 过 程 耳 ( 让 ，Y (i) 是 平稳 相关 的 ， 它 们 的 自 湾 
密度 和 互 谱 密度 分 别 为 Sx(w)，Sry(a)，Sxr(o)。 试 证 多 (划一 
刀 ( 碳 二 三 (的 是 平稳 过 程 ， 并 求 它 的 自 谱 密 度 。 
» 83 。 


Oo— -MI 


解 分别 计 算 辫 (好 的 数学 期 望 和 相关 函数 ， 
E22)—=BE(OtEY (ft) =m my 
又 
Rz(i ,+t)= EI2COZIE + = EXR) HFT +7) 
tPF = EA(O)XCOTDI tt ELPFT (OY + 
十 各 [有 (的 下 人 十 让 EY (R(t + 
=BRx(tr} + Rry(r) + Rar(lt) 十 本 >xfzy 
与 # 无 闫 ， 所 以 Z(#) 是 平稳 过 程 。 把 上 式 写 为 
Rat) = Rxtr) + Rr(r) + Rxr(s) rx (7) 
在 等 式 陋 边 取信 里 叶 塞 换 每 
Sgto) —Sx(w) tSy{w) tSxrto) 十 让 ra) 
=IxC0 T+ Sr tS xr (om) + (wm) 
一 让 xf FSy(w) +2RelS wy {wm)] 


”$5 平稳 过 程 的 谱 分 解 


许 上 一 节 中 介绍 了 平稳 过 程 的 相关 函数 的 谱 分 解 ， 从 而 获得 
了 谱 函 数 和 谐 赛 度 。 本 节 将 介绍 对 平稳 过 程 本 身 进行 谱 分 解 。 
在 高 等 数学 中 ， 满 足 一 定 条 件 的 周期 函数 可 以 展开 成 傅 里 叶 


级 数 。 对 于 非 忆 期 函数 x 让 )， 如果 请 是 多利 交 苗条 件 和 站 | 
Iso， 那 么 它 可 以 表示 成 傅 星 叶 积 分 
z= estep(o)am 《5.2 


如 果 不 加 条 件 | _lz( 区 1et<ceo， 更 一 般 地 可 以 表示 成 


“一 | otagF (OY (5.2) 
(5.1) 式 表示 4( 贡 是 复 谐 分 是 fw) doeit% 的 无 限 释 加 和 | (5.2) 
EB 








式 表 孙 7{ 拉 是 复 雍 分 量 4 (wm)e*40 的 无 限 各 加 和 两 个 谐 分 恒 
的 振 巍 部 是 无 穷 小 县- 一 一 微分 ， 短 圆 频率 2 都 是 在 【一 coyoco) 区 
间 中 分 布 。 这 些 是 对 确定 性 区 数 2(#) 作 谱 分 解 。 

对 于 平稳 过 程 { 焉 ( 拉 ， 一 <1 之 co} 有 没有 相应 类 似 的 结 i 
昵 ? 在 81 中 例 6 说 明 两 商 不 相关 的 复 谐 分 量 的 有 限 释 加 向 成 的 
随机 过 程 是 平稳 过 程 。 一 般 地 说 ， 平 稳 过 程 {人 ( 拉 ， 一 oo<1< 
coj 有 类 似 于 (5.2)? 式 的 展开 式 。 在 本 节 中 假定 平稳 过 程 发 (多 的 
数学 期 削 及 在 一 mx=0, 事实 上 ， 当 mx 三 0 人 时， 可 作 随 机 过 程 
了 了 ( 引 一 下 (让 一 mx。 显然 ， 了 (8) 是 满足 再 F( 要 一 0 的 平稳 过 

我 们 先 斤 述 正 交 增 量 过 程 。 

定义 ” 设 复 随机 过 杏 {2(f)，iETW}。 车 对 全 由 满足 fi < 
< 二 和 < 和 条 侨 交 任意 下、 天、 和 到， 有 7 

B{Z{ts) — BUITICE EU) 一 和 C8.3) 

则 称 儿 (#) 是 正 交 增 重 过 程 。 

刀 果 下 交 增 量 过 程 {2(8)，#ET} 对 全 中 任意 i，5s， 有 六 
[ZE03) 一 多 (一 0， 本 以 称 区 [ 思 为 不 丰 关 增 量 过 程 。 

设 中 一 fg 的， 了 (的 是 和 上 的 正 交 增 好 过程， 是 各 (sy 一 0 
对 s 忆 # 有 














Ra(e, = {ZC(s) 0 一 H{Z(s) AOEPEAGETACIE 
= E{Z(s) LE} EB{Z(DNT ZI Ze} = B{lZC8)1’) 
= 由 z (8) 

下 面 给 出 平稳 过 程 谱 分 解 的 定理 。 . 

定理 1( 平稳 过 程 谱 分 解 定 竹 ) 设 {X(f{)，-o0<i<oo} 
是 均 方 连续 的 平稳 过 程 ， 它 的 数学 期望 万 和 {和 ) 二 0 ， 洪 梢 数 为 
六 (ay ， 则 下 (站 可 忆 强 示 为 


KO=) eeaZ(ojy . oohco (5.1) 





其 中 


Zo)=l tm | Lie Cat, on 
T= Td- 





C5 a) 
且 有 如 下 性 质 : 
(1) BZ(w) =1; 
(2) 对 于 不 相 量 释 的 区 间 (ol ,ea 了，([osyaxsj， 有 
再 {[Z(e ~ Zo) LZ) ZC) T}=0; 


(8) BIZ (os) — Zod) Fo)], o> 





(5.6) 

上 面 (53,4) 式 称 为 平稳 过 程 王 (人 的 谱 分 解 式 。 (lw) 称 为 
王 必 ) 的 随 轴 谱 问 数 。 性 质 (2 表明 Gao) 是 正 交 增 量 过程 。 性 质 
(3) 络 出 萌 机 谱 函 数 与 谱 函 数 的 联系 。 

琵 定 理 的 证 盟 很 复杂 ， 在 此 和 省略 。 下 面 说 明 这 个 定理 的 实际 
音义。 由 《5.4) 式 ， 

XD) =i. | ettad 吕 (oa 

把 区 间 等 分 为 2N 个 子 区 间 ， 由 均 方 秋分 定义 
X= iml,i.m SS et 2 如 -)- zDDT)] 


b=- 





此 式 雪 明 平稳 过 程 了 ( 可 以 四 成 报 相 为 2( : 7)— z (L307), 


贺 频 率 为 六 的 谐 分 量 的 有 限 次 亚 如 和 的 均 方 极限。 简 童 地 说 ， 


.也 可 以 下 接 解 酸 为 筷 ( 要 是 计 分 量 ， daZ (ojette 的 无 限 番 加 和 ， 耐 
避 在 区 间 ( 一 sceyeo) 中 。 
对 平稳 序列 也 有 类 似 的 谱 分 解 定 理 。 
定理 2《 平稳 序列 谱 分 解 定理 》 设 {于 (rn)，n 一 0， 土 1， 
a 0 


十 2，… 小 是 平稳 序列 ， 且 数学 期 望 吾 革 (mw) 一 0， 说 函数 为 (Cw) 
【一 TST)， 则 天 (WW) 可 以 表示 为 


X= caredZ(o)， 0,tlyt2 《5.7) 
其 中 
2 (0)= 区 和 oo -六 < A 
和 且 有 如 下 性 质 : 
(1) 百 2(a) 一 0， 
{2) 对 于 不 相 重 到 的 区 间 (oosj，(osycotd， 有 
B{Zo)— Zo) [Z(tm)— Zw) 一 0 ; 


， 《3) a | Bm) 一 Zw) ] := 3 [FP(0)— 下 (oo 站] 9 总 ceoia 





上 面 (5.7) 式 称 为 平稳 库 列 下 (zz) 的 谱 分 解 式 ， 共 中 的 改 (a) 
称 为 时 (1) 的 随机 庶子 数 。 性 质 (分 表明 纯 (o) 是 -zz] 上 的 正 
交 增 量 过 程 。 性 质 (3) 给 出 随机 庶 淆 数 和 谱 函 数 的 联系 。 

对 实 平稳 过 程 {是 (f)， 一 .<1<o0} 的 谱 分 解 式 (5.4)， 还 
可 以 用 实 随 宙 积 分 表 鞭 。 | | 


万 (站 一 | ceosot tisinot)df RoZ (wo) + Img (Cw)] 
= cosetdf ReZ (6w)] -| sinotdf Tm (0)1 


礼包 (0) 一 2Re 名 (ow)， 名 (8) 二 一 2Lm2 (wy)。 我 们 可 以 证 明月 
如 下 定理 。 

定理 3({ 实 平稳 过 程 谱 分 解 定理 ) 设 {X(f)， 一 ot 
ee} 是 专 方 连续 的 实 平稳 过 程 ， 它 的 数学 期 亡 户 尽 (1) 一 0， 洋 也 
数 为 了 (ww}， 则 


£0)= coot adZ Ka) +t| or do) 05.8) 


= 和 人 


T I 
Bo) limi SH Yd 





中 1_. + 的 
(au) l,i,m | So 
Ti-r z 


其 有 如 下 性 质 : 
1) ESE.m)=E2,(w) 一 0 
人 ) 沙 4 二 了 或 汪 一 入 对 于 不 相 重 亚 的 了 区间 《ol oz，(ao 
991， 有 
EliZitw) — Hilo) [Em — Bim) I 0, 2)"1,2 
(8) ELZIo Ym EO) EE (0 ) (1 


一 Eh (es) ~ (em)), pe 


十 痪 全 .8) 式 称 为 实 平 稳 过 程 二 ( 旨 的 谱 展 式 , 抽 其 中 和 ,Cow)， 
(ao) 称 为 随机 庶 巩 数 。 
对 裤 平 稳 序 殉 也 有 类似 的 谱 分 解 定 

定理 4( 实 平稳 序列 潜 分 解 定理 ) 设 人 Cn nn 二 0, 十 1， 
士 2… 小 是 实 平 稳 序 列 ， 朋 数学 期 组 Hx) 0 ， 它 的 谱 函 数 为 
(ow) (一 TQEwm)， 则 是 (%) 可 以 表示 为 


X (m=| cos dZ (0 + | sinot G2, 00), nd, +1,+2,... 





. {5.9) 
其 中 

Zi = art TSE pl, new 

Tl RR 3 
和 
Zo) oS NO ,Sn 
Er oh 
a 





具有 如 于 性 质 ; 
(1) EZ (w= E20) =0, 
(2) 当 名 咏 也 或 总 一 jy 对 于 不 相 重 要 的 区 间 Cw5 os1， 《cosy 
cml， 有 有 
杏仁 区 放 四 Pe) I EI EI) 1}=0, tj=1,2) 
(3) 本 [Ze ZC) EZ (00) ~- Zao) 


1 ™ Di Th 加 
a) Wa ti 0 
Tt 


上 面 (3.3) 式 称 为 实 平 稳 序 列 下 (的 请 李江 ,而 其 中 2 
p24 sfo) 称 为 随机 谦 函 数 。 


§6 虑 性 系统 由 的 当 交 过 和 


在 工程 各 物理 中 经 党 会 过 到 线性 东 统 。 全 如 ， 对 某 一 个 电路 
输入 端 加 一 定 的 电压 ， 屠 么 在 炳 出 端 会 粮 坦 一 定 的 电压 ， 于 是 岂 
路 对 输入 电压 与 输出 电 医 而 宫 就 符 成 一 个 系统 。 在 单 输入 和 单 给 
册 的 线性 系统 中 。 如 果 答 入 是 一 个 时 间 二 的 画 数 2( 苞 ， 那么 系 
统 的 输出 亦 忠 一 个 上 时间 的 函数 y(1) 。 在 这 种 线性 系统 中 ， 如 
聚 输 入 是 一 个 平移 过 各 圣 (1)， 那么 输出 应 该 是 一 个 随机 过 程 。 
这 个 输出 随机 过 程 是 否 是 平稳 的 呢 ? 输入 随机 过 程 与 输出 糊 机 过 
各 的 相关 情况 又 怎样 昵 ? 本 节 将 要 回答 这 些 间 题 。 为 此 ， 我 们 先 
简单 地 介绍 -- 些 有 关 线 性 系统 的 知 襄 。 

一 、 线 性 系统 昔 介 

这 里 , 我 们 讨论 系统 的 输入 是 一 个 时 间 # 的 确定 函数 2(t)， 
而 相应 的 输出 认 是 一 个 时 间 f 的 确定 函数 y(i) 情形 。 一 个 系统 
可 以 用 一 个 运算 下 工党 示 ， 而 痊 入 和 输出 症 数 之 间 的 关系 是 
站 江 荆 [2( 科 ]， 如 图 2-10 所 示 。 输 出 3(1) 亦 称 为 系统 对 输入 
上 (的 顺应 。 

* D1 » 





归 . 


图 2-10 


定 必 1 设 系 统 荆 ， 和 如 轨 包 (= 了 nC)] ， 2 的 一 了 [和 

C4)]， 而 对 任意 常数 61，s 有 
CN) 十 Cgaf = LL ey (i) 十 ons 了 

那么 称 荆 县 线性 系统。 

定义 1 如果 系统 荆 对 任意 ?有 

Lfs(#+7)] =y(f+7) 

那么 称 系统 上 是 定常 的 工时 不 灾 和 的。 

在 工程 技术 中 很 多 定常 的 线性 系统 ,其 输入 x{ 们 和 输出 y(#) 
的 关系 可 用 常 系数 线性 微分 方程 描述 


tat- Fi “+ By 





一 gm 引 芝 十 gm_ 二 ‘tus 一 ceocfcoo 
. CB.1) 
:这 里 假定 % 广 mw。 须 便 指出 : “不 难 用 定 尺 和 检验， 由 借 .1) 式 给 出 
的 系统 是 定常 的 线性 系统 。 
我 们 用 拉 普 拉 斯 变换 法 求解 方程 人 .1) 。 .在 此 方 各 两边 到 双 
边 拉 普 拉 斯 变换 ( 广 1， 简 用 近 普 拉 斯 变换 的 微分 性 质 可 得 








注 双边 拉 间 这 斯 变 多 定义 为 72 | 六 区 eacgt， 其 中 是 为 复数 。 车 际 


获 信 们 满足 ， 当时 于 人 之 je*t， 而 尖 了 2 时 大 和 <Co2e8t， 其 中 六 0 ex 
末节 分 人 170) 在 区 总 a<Rep<8B 闪 收 襄 ， 及 边 镁 黄 拉 斯 变换 其 有 党 分 性 质 


atrc = PAE), 


» 2 。 








{hn p* + bn D+F (Pp) ， . 
={0mp" team- t(D (6.2) 
其 中 


Xp) = ZI) 1= 让 ds) entdt 


Y (p= ZIy()]= | yt)e-ntds 
而 参数 p 二 vjiw， 这 里 0 ， 中 是 实数 。 
由 (6.2) 式 解 出 了 (2)， 有 
Pl)=H(P)X(p) 《6,3) 
其 中 


二 Cm PY tam_iPT t+- + me 
H(P) jnp + dn1DT 十 十 志 (6.4) 


瑟 ( 幼 完全 由 系统 的 动态 特 注 所 形 定 , 称 为 线性 系统 的 传递 函数 。 
作 吾 (区 的 反 拉 普 拉 斯 变换 ， 沁 
GAA I=) 


Hp=[ hotadt (6.5) 
至 热天 ( 引 ( 一 oo< 必 ico) 亦 能 描 终 系统 的 动态 特性 。jft) 称 为 线 
年 系统 的 脉冲 响应 网 数 .这 个 名 词 的 来 源 是 : 当 系 统 输 人 一 个 单位 
脉冲 函数 5(1) ,那么 有 了 (PD) 一 4， 用 (6.3) 式 得 了 (Pp) 二 日 (Pp)， . 
于 是 得 到 系统 的 响应 y( 拉 一 h()， 芭 及 (#3) 是 系统 对 单位 脉冲 函 
数 输入 的 响应 。 
对 4s.S) 式 两 边 作 反 拉 普 拉 斯 变换 得 

yD= si—DRO (6.6) 


此 趟 表明 由 (6.1) 式 给 出 的 定常 线性 系统 的 输 型 %f 腾 ， 是 输入 
。393 。 


zf 机 各 单位 脉冲 吃 应 函 落 下 他 的 郑 格 ( 注 )。 
一 个 定常 线性 系统 可 用 疼 3-11 才 示 。 





图 2-11 


的 响应 不 起 作用 。 由 (6.6) 式 可 见 , 这 相当 于 娶 求 能 部 响应 函数 有 
h(t)=0, #<0 ， 
满足 此 条 件 的 系统 称 为 物理 可 实现 的 夺 统 。 允 物 理 可 实现 的 系 
统 ，(6.6) 式 变 成 
人 y= | et DAC C6.7) 
或 
y(t) =| 0k 一 和 本 
另外 ， 有 要求 系统 是 稳定 的 ， 即 对 每 一 个 有 界 的 输入 《 函数) 
必定 产生 有 界 的 输出 ( 冰 数 ) 。 由 (6.7) 式 可 见 。 如果 物理 可 实 
现 的 定常 线性 系统 的 脉 串 响应 函数 (i) 满足 
RCD lac 
则 系统 是 稳定 的 。 
我 们 后 面 讨论 的 线性 系统 都 报 定 是 特 理 可 实现 的 和 稳定 的 。 
庶 当 指出 ， 根 据 积 分 变换 理论 ， 要 使 由 方程 (6.1) 描述 的 系统 是 
物理 襄 实 现 芍 和 稳定 的 ， 只 雪 系 统 的 转 递 函数 万 (2p) 在 Repzz0 
解析 。 i 
”证 理论 上 可 以 证 明 一 般 的 过 续 定常 线性 系统 的 答 入 与 答 出 必 关 条 必定 可 以 次 
水 成 [6.4) 式 的 形式 。 可 见 粤 蕉 书 [地 ] 黎 199 页 。 
se 94 » 








对 于 物理 可 实现 的 和 稳定 的 系统 ， 在 (6. 约 式 中 到 p=ia 得 
i) hee =] h(t) eiotd (6.8) 


亏 及 (iw) 是 h(t) 的 埔里 叶 变 换 。 百 (ia) 同 样 可 手 述 系统 的 动态 
特性 。 我 们 称 吾 (tw) 为 系统 的 频率 响应 函数 。 由 (6.8) 式 ， 亚 然 
有 H(iiw}= H(iw), 

对 溃 沪 应 鲜 数 瑟 (2) ,和 仿 递 琢 数 地 (39) 和 显 府 嘛 应 本 数 二 (iw) 
部 可 以 描述 系统 的 动态 特性 。 

例 1 设 有 一 电路 系 
线 如 图 6-12 所 示 ,图 中 x(t) 
与 如 旨 分 别 表 示 系 统 的 边 
入 和 输出 电压 ， 试 求 系统 的 
传递 画 数 ， 了 对 总 响 应 函数 和 
频率 响应 函数 。 . 

解 由 电学 知识 可 知 ， 栓 地 电压 41 满足 线性 微分 方程 

RO +y(t) s(t) 





图 2 i - er 


记 a ~ 害 ， 上 式 可 改写 为 


1 
人 


在 方程 的 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 得 
EY (Cp) +Y (PD)=X(P) 


dy (i) 二- 
ty }= : 








解 出 ym 
(Cp) pe (一 -二 OD 
尾 
所 应 传递 男 数 
FH(ls)= 5 


* 


而 脉冲 响应 菌 数 


ae tt, > 


: te 
Mi)=2 HI= 0 0 
又 频率 响应 函数 
HG Te 


十 面 表 中 对 各 种 常见 的 电路 系统 列 出 脉冲 响应 国 数 和 频率 罗 
应 函数 。 和 希望 读者 让 行 推导 。 





路 | 驴 症 响应 珊 数 信 丰 














| 蜂 率 喇 座 琢 
类 HV} 
一 上 | 
: 1 -i : oRO 
i2>0 | 
| a 
Bzt 二 二 一 
x8) R oid| LZ i : Ettior 
: | 
wo 
E+iwh 
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二 、 线 性 系统 输出 的 要 学 期 蓝 、 自 相关 画 数 和 自 谱 密度 
现在 讨论 线性 系统 的 输入 是 一 个 平稳 过 程 玉 ( 抽 【一 居民 tc 
09) 的 情形 。 由 (6,7) 式 ， 系 统 的 输出 随机 过 程 为 


了 (有 = XG 一 DRCNDdA 《6.9) 


我 们 问 ， 输 出 了 (1) 是 不 是 平稳 过 程 昵 ? 下 面 定理 将 给 出 结论 。 

定理 1 ” 设 定常 线性 系统 上 上 的 脉 串 响应 函数 为 有 (1) (12>0)。 
若 系统 的 输入 瑟 ( 引 [一 虽 <t<ee) 是 一 个 平稳 过 程 。 它 的 数学 期 
望 为 mx。 潭 相 关 函 数 为 BRxr(r)， 册 系统 的 输出 了 (t) 是 一 个 平 
稳 过 程 ， 且 


HY (DD= mx| h(a (8.10) 
各 
Ry (w= [| Rx -hhh AA (6.11) 
证 先 算 YC 四) 的 数学 期 刻 
HEC) =BI [XGA ha |= | RX: CN 
=mx {RhO A | 


又 相关 阔 数 . 
Rx(i,t + BIX(I X(T)] 


= YC-AR | NT Mh), | 
一 人 人 五 [ERECTN Et Ft) CAIRN ) dddhs 
一 人 | RxCa—h RAB A 


显然 ， 数 学 期 望 和 相关 琢 数 都 与 5 无 关 ， 所 以 了 (i) 是 一 个 平 入 
过 程 。 证 毕 。 
sa QF » 


在 (6.11) 式 中 取 + 一 0, 可 得 输出 过 程 的 均 方 值 ( 平均 功率 ) 
情人 (D =[ | Rx Mh Rm dh, 

定理 2 在 定 再 1 中 的 系统 条 件 下 ， 若 输入 平稳 过 得 贡 ( 相 
(一 ce<t<oc) 的 谱 管 度 为 Sx(a), 则 和 输出 过 程 了 (i) 的 庶 嘱 谋 为 

Sr(o) —|H Go Ss (0) (6.12) 
其 中 及 (i@) 是 系统 的 频率 响应 还 数 。 
”工程 中 称 | 玉 (iw)1* 为 系统 的 功率 增益 因子 。 (6.12) 式 表 
明 ， 系 统 输 出 的 功率 谱 密 座 等 于 输入 的 功率 谱 审 度 乘 上 系统 的 功 
水 增 着 轩 子 。 

证 ”利用 {6.11) 式 ，F[ 科 的 讲 密 讼 
Syliw) = 全 县 和 


= ff Rx (Cha hi TR REN) ad i 


tn 


-|， 
其 中 


| Ba{hs he ir 


| Ra {Cha hi Tye rd 和 Ce C6.18) 





| Ry Ti ei-addr 

一 Rrt — Te tg 

一 | Rxr{T eindr =N re i mA) 
代入 (5.13) 式 得 

Sr(o) 一 Sz(o]j| RCA ema | cs。 oa 

=Sxy(o) HC—io) H(io)= | H(i ISx (0) 
证 毕 。 ' 
s OB s 


由 《6,122 式 ， 可 得 界 出 过 程 ( 们 的 自 相关 函数 
要 zfr) = = Sy rdw 


= | AC sx)erdo (6.14) 


而 输 划 和 的 平均 功率 
Ry (0) = | HCio) ER 


我 们 指出 ， 利 用 (6.12) 式 计算 输出 过 程 了 (#) 的 自 相 关 琴 数 ， 应 
当先 由 输入 过 程 五 (1) 的 自 相 关 济 数 取 控 普 拉 斯 变换 得 到 谱 密 度 
Sx(w)， 进 而 用 (6.12) 式 得 (1) 的 谱 密 度 Sxlw)， 责 取 反 拉 壮 
泣 斯 仆 换 最 后 获得 栓 出 过 如 的 有 相关 条 数 Ez (7)。 

例 2” 对 例 1 中 的 定常 线性 系统 ,输入 一 个 平稳 过 程 耳 (#)， 
它 的 数学 期 望 mx 一 9， 前 相关 困 数 Bx() 二 go% -871， 必 省 0， 丽 
三 a 。 试 求 输出 过 程 六 (4) 的 数学 期 强 和 自 相关 阴 数 。 

解 ”根据 例 1 ， 此 系统 的 脉冲 响应 鸥 数 为 h(1) 二 ge "ti2> 


， 询 频 率 响 应 国 数 为 H(i0) = 


由 {5.10) 式 ， 
HY (i)=0 
至 于 输出 过 程 六 (#) 的 身 相 关 刻 数 有 有 两 种 计算 方法。 一 -种 是 
故 (6.11) 式 计算 1， 此 时 有 
Ry(1) = | 
3 
当 > 时。 把 上 式 中 的 二 重 积 
分 本 成 可” 下 四 人 区 全 
IT 上 积分 之 和 ， 然 后 把 每 一 
麻 条 分 eo 





me 


Ry (Tr) “=o | [eer ga 
: 
# |esoi reang eg), ] 
， 
一 oo {anh, 全 1 


后 六 二 
+ ah | ea | 


war ear 于 dog: eB eor ] 
CC 于 本) a—BLat+pB8 Da 





dl 8 一 erer] 
和 和 用 自 相关 男 娄 是 因 夯 数 罗 性 拓 ， 有 








Br(D af 6 一 ea oo tleo 
另 一 种 方法 是 用 (6.12)? 式 计算 。 先 算 和 给 入 过 程 评 密度 
Sx(%)=F {or76m}=| ge -Ririe- rd 
六 
四 马 2 cs 
z A -5 
中 (6.12) 壕 ， 
y a 28o* 
Sr (0) 一 而 十 下 PT 
分 解 为 部 分 分 式 
机 2pPaog! 1 1 
| 号) 一 CE S7 人 ra) 
取 反 稍 时 时 变 换 得 
Rr(r) = pla “Bt Be™oir], — oo Tio0 


100 ， 


上 莲 两 种 计算 了 fi) 的 自 租 关 立 数 的 方法 ， 前 者 称 时 间 ' 域 
法 ， 后 者 称 频率 城 法 ， 捞 后 一 种 计算 较为 方才 ， 工程 中 常 采 用 
此 法 。 

涯 ， 输 入 和 输出 的 互相 关 函 数 、 互 谱 密 度 

栗 二 耐 已 经 见 到 ， 对 一 个 定常 线性 系统 输入 一 个 平稳 过 程 
下 (#)， 凑 么 输出 了 (8) 蛮 是 平稳 过 程 。 现 在 问 箱 入 过 程 下 《全 与 
输出 过 程 了 『( 拉 是 否 是 平 芍 相关 的 呢 ? 对 此 有 下 述 定 理 。 

定理 3 在 定理 1 中 的 系统 条 件 下 ， 首 镁 入 人 (1) (一 oof 
之 oo) 是 一 个 平稳 过 程 ， 则 输入 过 程 天 ( 引 ) 和 输出 过 程 了 (让 是 平 
稳 相 闫 的， 且 互 相关 隧 数 和 互 谱 密 度 分 别 是 


Rrr(r)=| Rx(r—ihO a (6.15) 














和 和 
Sxr(o) Sx(o) H(im) C6,16) 
前 式 品 明 六 (0) 与 {14) 的 互相 关 函 数 等 于 输入 储 (#) 的 自 相 
闫 函数 和 脉冲 响应 函数 的 卷 和 ;而 后 式 表 明王 谱 密 度 等 于 定 ( 冯 
的 自 谱 密度 和 闫 率 响应 汰 教 的 乘积 。 
证 苹 5 区 和 工 { 约 的 百 相 关 函 数 
Ryrtti,t+7)= BLAE()Y(E HT)] 


一 | XO) XC +r Ld | 
= [BIRO tr I 


= RxCr— ROA 


此 起 表明 互相 关 序 数 与 # 无 茯 ， 所 以 及 (#4) 与 了 (4) 是 平稳 相关 
的 。 再 计算 互 谱 密度 ， 利 用 傅 里 时 变换 关于 卷 积 的 性 质 。 得 


Sxr lo) =—F {Rxr n= SF {| Rr RO 
FRC Fh = Sx) F400)} 
-101， 


a 


ON | hs pad 
.oh 


Fh = | aye -iaatd2 H Cy 
Syr(w) = rw) H(iw) 
证 毕 。 


例 3 在 售 2 中 求 互 相关 肖 数 尼 xr(7) 和 二 溢 密 庚 广 xy (ww)。 
解 ” 先 算 二 谱 密 谋 汪 xy(w)。 由 {6.16) 式 ， 

2 ce 
Bo jd 


去 算 瓦 相关 画 数 。 由 (6.15) 式 ， 当 +>>0 


S xr {WW) = 


Ryy (Ty = hip BIT "AAA 
9 


= | 2 
[4 


1 
各 
总 
人 
Tm 
-一 一 ， 


” A 全 ag- BA- EY). | 
和 到 | 


总 
nm: 
t 
[a 
i 
1 
i 
CE] 
1 


“ST -2B2 Tr 


A Bb: 








i 旦 
二 
Rxr(Y=ao | et And 0 


例 4 对 定常 线性 系统 输入 一 个 白 哩 户 , 即 Rx(T) 一 36(7) 
斌 5xtw) 二 S96 常数 六 ,>4 》。 试 求 输入 与 输出 的 互相 关 函 数 和 
互 谱 窗 变 。 


。 102 。 





re 





解 ”出 (6.15) 式 ， 瑟 析 闫 函数 .- 
Rxr (=| Sr Wh S80.— BA 
-| Qh{r), 当 0 
© > 当 TfT 坟 0 
由 (6€.16) 式 ， 志 说 罕 度 
xr(o = IH) 《6 a 18Y 
紫 俩 结果 可 用 以 对 线 狂 杀 统 进行 办 识 。 册 (6.17) 臣 ， 站 zy 
0 有 


C68.17) 





hn) (可 


邵 果 将 - 本 订 六 入 人 素 绩 各 计 自生 互 机 关 国 遇 ro， 
那么 是 上 上 式 能 够 获得 系统 的 脉冲 蚁 应 活 数 ， 即 完全 池 确 定 系 统 的 
动态 特性 。 


习 . 题 - 


1, 猫 出 束 -- 章 习题 中 保 5 5，、7、 11、 12、 13、 14, 15 
是 给 出 的 随机 过 程 ， 哪 些 是 平稳 过 程 ， 电 些 不 是 平稳 过 程 。 

2， 设 随 机 过 入 

X= sinU 

其 中 下 是 在 [0,25] 上 均 旬 分布 的 秆 机 变量 。 添 证 

《1) 着 tETP， 而 了 ={1,2,…}， 则 { 玉 (1)，1 =1,2,… 是 
平稳 过 程 ; | 
地 车 {EP 而 人 =[0,o8)， 则 { 玉 (7)，t 汪 0} 不 是 平稳 过 
程 。 i 

3。 设 随机 过 程 “ 

太一 夺 E09(Cof 十 十)， odio 


a 103. 





其 巾 en 是 常数 ， 有 4 与 于 是 独 六 随机 变 泌 。 当 服从 在 区 二 (0328) 
电 的 均匀 分 布 。 熏 最 从 瑞 利 分 布 ， 其 密度 为 


区 -二 
和 9 s 
及 设 蝴 机 过 程 
YIAN= Bowmt+O nwt, —coxt<oo 


其 中 吾 与 是 相生 独立 正 态 变量 ， 旦 帮 其 有 分 布 六 (0,0*)。 
(1) 试 还 下 (区 是 平稳 过 程 ; 
(2) 用 本 章 8 1 例 4 说 明王 (机 是 平稳 过 程 。 

#fa) 如 果 把 六 (f9 改写 汶 素 ( 和 一 Bocosait 十 Csinost 其中 
B= 4Aco8$,O= 一 4sin 币 。 试 证 加 与 各 是 分 别 基 有 分 布 NC0,0*) 
的 独立 正 态 变量 。 

4。 设 8( 幻 是 周期 下 的 周期 函数 ， 列 下 是 左 区 网 (0, 下) 上 
均匀 分 布 的 随机 变量 。 随 机 过 程 

El)=Si+E), 一 co<icoe 
称 为 随机 相位 周期 过 程 。 试问 义 ( 丰 是 否 是 平稳 过 程 ， 又 阿 它 是 
和 否 具 有 各 态 历 经 性 。 

5.。 设 { 瑟 ( 利 ， 一 co<i<oo} 是 随机 相位 属 期 过 程 ， 它 的 一 
个 样本 诈 数 为 图 3-14 给 出 ,周期 人 与 幅度 a 都 是 常数 ， 相 位 i 是 
在 区 间 (0, 了) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 ， 求 [XY(#)]。 
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5， 随 视 过 程 
X= A008 (wi+), -ofloo 
其 中 如 和 更 是 相互 独立 的 随机 变量 ， 而 甸 在 区 间 00,2x) 上 上 均 与 分 
布 。 试 问 正 ( 划 是 否 具 有 各 态 历 经 
7. 随机 过 程 
(= Asinf+ Boost,  —co<i<ion 
其 中 4 和 另 是 均值 为 零 不 相关 的 兰 机 变量 ， 如 召 43 一 如 了 :。 斌 
证 持 ( 其 有 数学 期 望 各 态 历经 性 ， 丽 无 相关 阔 数 各 态 现 经 性 。 
8 . 设 平稳 过 程 {( 旨 ， 一 co<tc co 的 相关 函 妆 为 Rx(7) 
一 4s7ali1 二 wz) 其 中 全、w 部 是 正常 数 ， 而 如 XX{ 科 二 0。 试 
问 于 (4#) 对 数学 期 鹿 是 否 有 种 态 历经 性 ? 
9.。 设 症 (让 与 了 ( 拉 是 相互 独立 的 平稳 过 程 ， 试 证 2 ( 科 二 
下 (人 天 (人 也 是 平稳 过 程 。 
10。 设 平稳 过 程 卫 (#) 和 了 (1) 是 相互 狂 吝 的。 令 了 (站 一 
匡 ( 牛 十 了 (1)。 斌 求 2 ( 拉 的 自 和 相关 函数 。 
1。 平稳 过 程 { 斑 ( 拉 ， 一 ofco} 的 相关 函数 为 
Ry}=4e"!leorr 009 3m7 
试 求 均 方 信 B{[X*(f)]。 . 
12。 指 出 图 2-185 中 所 列 商 数 曲 线 哪些 地 是 平 稳 过 程 的 相关 
俏 数 ， 哪 些 可 以 虑 平稳 过 宜 的 相关 辣 数 。 
13。 设 随 要 过 释 
= A008 (wt + 全), — oof 
其 中 4、 名 、 当 是 相互 独立 随机 变 因 ， 而 4 的 均值 为 2， 方 其 为 
4; 中 在 (一 ,mw). 上 均匀 分 布 ， 外 在 (一 5,5)} 上 均匀 分 布 。 试 求 
怪 ( 引 的 自 相关 昭 数 ， 并 问 芋 ( 丰 是 否 平 稳 以 及 是 阁 具 有 备 检 大 经 
性 。 
14。 设 随机 过 程 
ZI)=VEOGOY(), .~ oi 








Co) | 《23 
路 2.15 
其 中 平移 过 程 是 (t) 和 (ft)， 太 随机 赛 量 玉 福 考 相 百 独 部 ， 月 
xr r= 人， Rett)=2e Ivos or, Ry(r)=9+e 
双 - . 
EF=2, Dr = 
试 求 邵 (1) 的 数学 期 望 ， 方 差 和 相关 前 数 。 

TI5. 证 下 (有 是 当 达 的 发 射 信号 ， 过 到 午 标 后 的 隔 读 信号 
dX), gael, 是 信号 返 问 时 间 辕 贰 信号 忆 旬 位 有 取 
再 ， 记 为 访 (t)， 宇 是 接收 机 坡 刘 的 们 拉 号 为 

Y {i)—~aX(t—r, jt (0) 
很 定 焉 (和 和 入 (人 站 平稳 相关 。 

(1 试 求 专 相关 阔 数 BYy (7T)， 

(2) 攻 访 (CE) 的 数学 期 因为 窜 ， 捧 每 下 (站 焰 豆 独立 ， 求 
Rrr(T), 

1I6。 退 沿 个 平稳 过 程 

家 《和 一 &Co8fcot 十 车)。 到 (sanfco 上 十 十 )， 
| . -orton 
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其 中 4,5. as 为 常量 ， 向 下 是 在 025) 上 均 与 分 布 的 随机 变 最 。 
斌 求 Rxpl7) 与 下 rtT)a 
了 7 设 { 呈 (一 co<tcco+ 荐 狂 立 同 分 布 的 随机 过程 ， 上 是 
居 主 人) 二， 必 广 ( 科 二 1。 试 问 二 {( 扫 是 从 平 稳 过 程 ? 义 王 ( 科 是 
再 汐 广 各? 
。 设 {下 一 cciceocj 是 平稳 过程。 
d 将 存 存 了 了 >， 使 得 Ry( 了 了 ) 二 琶 x(0), 则 对 阐 定 1 
EET)=EI), a 
2) 浒 三 (4) 可 导 ， 则 
El = Rt0) = 0 
(9) 办 全 (和 于 导 ， 则 入 让 和 ) 是 平稳 过 程 ， 入 它 的 捐 关 次 数 


Rr,(T) = -全 A 


19. 设 { 写 (让 ， oo} 和 FD), -eectcooj 是 平 
稿 和 相关 随 机 过 程 。 蓓 卜 [ 抽 有 三 (和 入 足 微分 方程 
二 
其 中 6 是 非 过 常数 ， 则 它们 的 数 党 期 望 晤 数 满 导 
TAY = x 
[2 
20 ， 设 {Xk#)， <i<oo) 涯 平稳 过 得 ， 各 加 哇 ( 让 一 T 
RO ie =,。 试 求 随机 变量 
太 =|,X( tdt 
和 的 数 党 期望 和 方 症 。 
21。 设 复 醒 机 过程 


ZO EttD), oien 


其 由 人 寓 是 在 (0,2x) 上 殊 匀 分 布 的 随机 变量 ， 而 m 是 上 澡 看 。 试 求 
ZF () 的 相关 函数 ， 活 讨论 它 航 平稳 人 往 。 








32. 设 省 (#) 是 数学 期 望 为 零 的 平稳 正 态 过 程 ， 又 了 《本 一 
旺 *(t)， 求 证 Rr(7) 一 RC0) 十 3 下 本 了)。 . 
23，《I) 下 齐 函 数 哪 眶 是 功 案 谱 密度 ， 鄂 坚 不 是 ? 为 什么 + 








y ota = tl 
So TO 
加 十 所 站 

Sm) i Ep LD 全 (oo cz 十 人 2 


(2) 对 上 面 的 正确 功率 谱 密 度 表 达 式 计算 自 相关 玖 数 和 均 方 
信 。 
24， 已 知 平稳 过 程 达 ( 约 的 功率 谱 黎 度 为 
1 外 
rr _ ds la] < 
Sx 0 lwol>o 
求 世 (#1) 的 均 方 全 。 
25、 试 说 明 图 2-16 所 未 函数 不 可 能 是 某 个 平稳 过 程 的 自 相 
关 画 数 。 





图 2-16 
26， 已 知 下 列 平 稳 过 程 卫 (#) 的 自 租 关 二 数 ， 试 分 别 并 不 (1) 


的 功率 谱 密 庶 。 

(1 Rx(v}=e titieos wr, 其 中 6 站 0， 
了 re 
{2} pe PF < 

| 0 » 其 它 - 


0 * 





{8} Py}=ds- rio0g zr + C0g AT: 

(4) Rr(T)=oe dititeogby —ab sinb|lrtl) ， 其 Hw 0, 

27， 已 知 下 列 平稳 过 程 苹 (让 的 功率 谱 密 度 ， 试 分 别 求 六 (4) 
的 自 相 闫 戎 数 。 


ls Iolo 
GD Sx ”lle 





0 其 它 、 
0 (1- 1% lw 1 
本 so 388Ko) + (1 )， lw E10 
Ud 3 其 它 

1- ll, so 过 

(8) sto-| G0 
0 ， 其 它 

(4) Bx (0) = 


‘I TT) i 





(6) S40) = hl 


SE 
bi, aS|wl 人 E20 
(6) SSx(a) 一 二 


0 ， 其 它 
28， 记 随机 过 程 
(一 下 oosfooT 十 夯 )， mio0 
”其 中 下 (是 平 各 过程， 多 为 在 区 间 (0,2r) 上 均匀 分 布 的 随机 实 
蜂 ，o 为 常数 ， 且 卫 (#) 与 省 相互 独立 。 记 革 ( 检 的 自 相 关 浮 数 为 
民 x(T5)， 功 率 谱 密度 为 8x(w)。 试 证 
(了 了 (四 是 平稳 过 程 ， 生 它 的 自 相关 次 数 
Ry(7) = 3 Rx(r) eoswr 
(2) 字 (#) 的 功率 详 密 度 为 


Sy (0) = LSx(0 mw) + Hx(o+ 0) 
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29。 如 图 2-17 的 系统 中 ， 省 输入 为 平稳 过 程 ， 输 出 为 


5 FO Xt) TT) 








到 2-17 





FE 下 十 证 人 一下)， 求证 全 ) 的 坊 举 庶 嘱 度 为 Srtw) 二 
2 {YL + eoa sa ), . 
386。 设 半 稳 过程 
YH) 4608 (Qi +) 
其 量 8 昨 说 洲 ， 轩 是 在 (0,272) 上 电 名 分 布 的 随机 要 昨 ， 旬 旦 有 上 县 有 
分 布 黎 度 六 7z) 为 偶 隐 数 色 随机 变量 ， 征 细 与 总 相互 刍 立 。 试 证 
及 [ 科 的 功率 洲 纶 府 为 全 x (wm) 一 gzrF()。 | 
31。 人 上奏 二 个 随 本 过程 
Et)= A co ot 
Y(t}= BB(t)sinw:i, too 
其 由 及 ( 拉 和 加 ( 科 是 骨折 独 立 数 学 期 望 为 霍 的 平稳 过 程 ， 和 且 有 相 
闻 的 自 相 关 羡 数 。 斌 证 Z 《个 一 是 (分 十 三 《 站 是 平稳 过 程 ， 而 
玉 (#) 和 六 ( 科 痢 不 是 位 称 过 程 。 | 
32， 设 平稳 过 程 王 5 缮 和 呈 7 幻 平稳 相 关 ， 试 证 . 
RelSxy(w)]=Re[Syx(w)] 
ImlSxrto)i= — TmL3rx(w)] 
33. 没 太 (ff) 和 匡 (站 是 二 个 永 相关 的 平稳 过 程 ， 数 尝 鞭 刻 
ms 和 Ty 都 不 为 堆 ， 定 必 
人 =) 
试 求 互 潜 密 度 BBxy (0) 和 总 rzfo)。 
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34， 设 香 随机 过 程 瑟 ( 引 是 平稳 的 ， 试 证 

(TD 自 相 关 涵 数 满 站 RC 7) 二 Rx (7)， 

人) 于 ( 科 的 功率 庶 帘 度 昌 实 防 数 。《 僵 平 稿 过 程 功率 谱 密 
度 的 定义 为 Sx(a) 一 | tr RxCs)dr) 

35， 各 果 一 个 均 传 为 零 的 平稳 过 程 六 ( 录 ( 一 <4<o0)， 答 
入 到 防 冲 响应 丽 数 汶 - : 
fe, OigT 
: 0 La 其 它 
(> 站 的 入 以 这 尖 ， 斌 汪 记 的 4 少 理 功率 溢 歼 认为 


Sr(0) = PT 20 “ToosoP to eT) Sx(0) 


2 空 
38, 汉 自 租 关 遂 数 为 Rx(®) = S68(7) 的 自曝 让 岂 否 袜 () 输 
入 到 如 图 2-18 所 示 的 二 级 让 -如 电 路 系统 。 
(1) 求 系统 的 脉冲 响应 消 数 。 
(2) 求 输出 电 还 的 均 方 值 。 
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37， 在 如 图 2-12 的 总 -电路 系 绪 中 。. 如 村 输入 电压 为 
已 (划一 大 oo08 (2x4 十 加] ， 
其 中 蕊 ,是 在 (0,1) 区 间 上 沟 匀 分 布 的 随机 赛 是， 而 加 是 与 并 , 梢 
下 独立 四 在 《95 2] 区 同上 均 箱 分布 的 随机 变 虚 ， 试 分 别 用 了 时间 
城 方法 和 频率 战 方法 束 囚 出 电压 上 《全 的 和 月 相关 语 数 。 
4 111 ， 


was ri 





38， 在 如 图 2-19 的 六 -五 电路 系统 中 ， 给 入 电压 是 谱 密 度 为 
56 的 白 曝 瑶 五 (站 ， 试 用 频率 域 方法 求 系统 答 负 电压 的 自 相 关 画 
数 Rr(C7)。 


i 
Ee) $ 中 
本 2 


39. 有 一 系统 如 图 2-20 所 示 , 长 (t) 是 栓 入 ，2Z (让 是 输出 ， 
试 求 

(二 系统 的 传递 函数 

(2) 当 输入 征 谱 密 度 为 8。 的 自 噪 声 时 。， 输出 多 人) 的 均 方 


值 。( 提示 ， 积 分 站 Seedz 一 lei 到) 





图 2- 细 


， 一 平稳 过 程 天 (4) 通过 一 个 微分 器 ， 其 输出 过 程 为 
ae 试 求 

(1) 系统 的 类 率 太 应 隐 数 ，- 

(8) 输入 三 (和 与 输出 (24 的 互 谱 澳 度 ; 

(8) 给 出 2 多 的 功率 谱 密 度 。 


112 。 








41。 荣 积分 电路 给 入 和 输出 间 满 是 如 下 关系 
YP (~ |, Xd ， 


其 中 全 为 积分 时 间 。 车 输入 E(t) 是 一 个 平稳 过 程 。 汪 证 输出 
六 (让 的 功率 谱 密度 为 


sin? (3) 
Sy(w) = Sx(w)— te 


42， 如 图 2-21 为 单个 输入 ， 两 个 输出 的 线性 系统 ， 求证 输 
出 六,( 纪 和 了,(1) 的 互 详 密 度 为 
Syr0) = Ho Ho) Sx() 


Bb C4) 
Hlém) 





hh(#) It 
Hse) ” 
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第 三 章 “平稳 时 间 序列 的 线性 模型 和 预报 


未 尝 是 时 间 序 询 分 析 的 基本 和 王权 部 分 。 时 间 施 列 分 折 在 工 
程 技术 中 常用 于 作 预 报 、 控 制 。 

本 章 二 总 介绍 平稳 时 间 序 列 的 线性 模型 及 其 统计 特性 、 由 一 
个 祥 本 亢 数 确定 它 的 线性 模型 的 方法 、 以 及 进行 预报 的 方法 。 这 
些 方法 便于 用 计算 机 作 数 俏 计 算 。 


$1 时 间 序 列 及 其 实例 


什么 是 时 间 膏 齐 ? 时 间 邢 列 是 随机 序 询 , 淹 参 逆 离 散 的 随机 过 
程 。 答 -这 指 出 常 风 的 随机 序列 育 f(D) ,n=1,2,…} 和 {1)， 
% 二 ,十 1, 堵 2,…}。 窒 本 章 由 分 别 记 为 

C1) i222 

(2) 0 
工程 中 对 到 的 随机 序列 的 参数 经 常 表 永 时 间 , 故 称 随 机 序列 为 { 随 
抽 > 时 让 序列 。 可 以 说 ， 时 间 序 列 是 随 圣 间 改 变现 随机 地 变化 的 
席 询 。 

证 筷 举 几 个 时 间 序 列 的 实际 柄 子 。 

例 1 某 地 区 从 1959 年 元 月 疗 娩 每 月 月 降水 量 数 据 为 19,23， 
0 ,47，0 ,0 ,123,.…( 单 位 ; 痊 米 )。 每 月 际 水 最 Z,,2.… 构 成 一 个 
时 间 序 殊 。 上 面 数据 是 这 个 时间 序列 的 一 个 样本 函数 。 赔 本 饮 数 
通常 可 用 下 面 点 图 ( 插图 3-11) 表示 ， 其 中 熙 从 1950 年 元 月 起 
算 。 

例 2 次 床 上 农 亲 菜 神 秒 轮 ， 从 装 上 妙 轮 之 日 起 得， 每 天 魔 









1 2 3 € 8 6 7 8 9.10 11 13 13 14 15 13 1 
{单位 ! 月) 


损 晤 为 


这 是 … 个 时 间 序 列 。 
例 3 某 城 市 让 1960 年 元 月 工 晶 开始， 每 小 时 电力 负 蓓 2， 
可 丙戌 如 图 3-2 所 示 的 点 图 。 它 是 每 小 时 鼎力 负荷 构 成 的 时 间 序 
烈 AA 的 一 个 寿 本 天数 而 了 及 元 月 工 日 本 点 开始 起 算 。 


| 


. . :图 -2 下 中 和 尖 2 
， 时 间 序 列 分 村 的 自 的 圳 拒 册 它 的 变化 规律 3» 好 线性 模型 。 时 
条 序 列 存 工程 中 常 由 王 作 和 矣 报 。 和 如 气象 预报 、 地 震 预 报 、 水 文 撤 
报 等 。 以 水 文 预 报 为 钢 ， 基 如 区 根据 意 今 为 记 每 月 的 月 降水 斌 预 
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报 下 一 个 与 的 降水 量 。 再 如 根据 一 个 而 轮 的 每 天 磨 祷 量 至 今 为 目 
的 所 有 记 深 数据 ， 预 报 106 天 后 日 磨损 晤 。 叉 如 某 地 区 根据 已 有 了 电 
力 负 苘 数据 ， 预 报 下 一 小 时 电 为 和 负荷， 以便 控制 下 一 个 时 发 电机 
的 发 也 最 。 

本 章 对 时 间 序 列 的 讨论 是 在 时 间 城 中 进行 ,也 尖 采 有 册 时 域 法 。 
而 在 第 二 间 中 用 谱 密 度 讨论 平稳 序列 ， 是 在 糯 率 趟 中 进行 讨论 ， 
采用 的 是 舌 域 法 。 寺 城 法 首先 田 Box, 人 .EE.P 和 Jenkinsg, G.M. 
著作 «Time Series Analysig Foreeasting and Control> (1970 
FEF 型 有 版 } 系统 地 给 出 。 

本 音 公 介绍 平稳 时 间 序 列 的 分 析 和 预报 。 至 于 对 非 平 稳 时 间 
序列 的 讨论 ， 在 学 了 本 富 以 府 ， 可 参看 有 关 时 六 序 列 的 专著 。 





82 平稳 时 间 序 列 及 其 线性 模型 


一 、 平 稳 时 间 序 列 

平稳 时 间 序 别 是 拱 平 稳 序 列 。 设 时 间 序 列 为 …, 2， 2.1， 
Zi 0 1,2,。 阁 人 1 满足 条 
件 ，(1) 百 Z4 一 pt 党 明 )，f 一 0, 十 1, 十 2,…*; (2) 户 (2Z1248) 与 
无关， 二 0, 圭 1, 土 2,…， 则 区 名; 是 平稳 时 间 序 列 。 

平稳 了 时 河 序 列 常 用 的 数字 特征 为 数学 期 望 ， 自 协 方差 函数 

人 二 (区 一 MO (SA ]， 天 一 0 士 1, 士 2 

以 及 自 相关 系数 函数 或 标准 相关 应 数 

pe=B[ ha + 其 中 or=DZs。 


让 





在 本 章 中 称 pr 为 自 相 关 函 数 。 需 楼 指出 ,这 里 向 相关 阔 数 定义 与 
第 二 章 永 疝 ， 在 第 二 章 中 把 及 z(8) = 是 (ZZt14) 称 为 自 相 关 项 
数 。 

rx 和 px 具有 如 下 人 性质 ; (1}) 7.5 一 mk Pp-k 二 Pis 夺 于 0 土 1， 
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十 2，…if2) Poul, ri D220 (3) [rl sro, ] pz Sl, 二 3， 
二 1, 二 2,…。 | : 

最 简单 的 平稳 时 间 序 列 的 合子 是 离散 白 了 嗓 声 。 记 为 

rp 

而 Bar=0, Doar=oi(0<or ooo), BLE)= (se 放 ， 即 离散 
白 曲 声 是 互 不 相关 的 ， 询 值 为 零 且 方 其 相同 的 随 宙 变量 序列 ， 通 
常 表示 一 神 随 机 误差。 

二 、 天 时间 库 列 的 线性 杭 

平稳 时 间 序 列 ， 多 Zss ZL Zs Zi1s 2,, 一 和 二 说， 
BZe=n 0 为 方便 想见， 令 玉 i 二 Zt 一 KW， 显然 了 Ws=0。 于 
是 得 席 列 





WW WW 

容易 验 征 它 仍然 是 平稳 时 间 序 列 。 下 面 对 零 均值 平稳 序列 访 , 进 
行 讨论 。 

均值 为 零 具 有 有 理 谱 路 度 的 平稳 时 间 序列 必 可 天 孙 为 下 面 三 
种 形式 的 一 种 。. 

1, 自 回归 模型 任何 一 个 时 刘 # 上 的 数值 及; 可 表示 为 过 去 
加 个 时 刘 上 数 估 Weis Was Wp 的 线性 组 合 加 .上 t 时 肇 的 
自 噪 声 ， 即 可 表示 为 . 上 

Wi= dW tals+ “opt os 





或 
WW al ppg 
f=0, 十 1, 二 2 (2.1) 
其 中 04,f=0, 士 1, 土 2,…) 是 扫 噪 声 。 常 数 P 了 《下 整数 }》 呆 作 阶 
数 ， 常数 系数 由 和，… 史 p 夺 作 大 数 ， 且 中 mp 地 如。 可 以 表示 汶 线 
性 差分 方程 (2.1) 形 式 的 平稳 序列 1V4 一 0 十 1, 土 2 小 ， 称 为 
具有 自 回归 模型 。 与 数理 统计 中 线性 向 妇 方 程 模 型 相 比 ,WW 可 
用 它 过 去 Pp 个 Wo W ta We-p 的 线性 回归 方程 表示 ， 这 里 
=。 137 。 





i 可 取 任 意 整 数 。 了 D 阶 商 归 模型 简 记 为 AR(p)， 

3, 滑动 平 殉 模型 作 t 可 表示 成 白色 上 噪声 {ed + 在 了 贡 三 以 前 
g+1 个 时 剂 上 数值 ox tl 的 斯 壤 和 ， 或 者 说 滑动 
积 的 形式 ， 革 可 表示 为 

Wao — Bos- — Pme. 全 fam- Ea 
£0 -1,2 2, 《2 .21 
其 中 常数 &《 下 整数 ) 叫做 和 阶 数 ， 党 数 系 数 0. 0 叫做 大 
数 , 且 bz 冯 0。 可 表示 为 线性 方程 (2， 2) 形 式 的 平稳 序列 { 开 ;,t 二 0， 
霸 1, 土 2,…'} 称 为 具有 沸 动 平均 模 泛 。# 阶 滑动 平均 模型 简 记 为 


MA(D, 
3. 自 贺 归 滑动 平均 模型 或 混合 模型 ， 可 家 示 为 线性 姜 分 方程 
形式 | 
Ws 一 pHe.. 一 机 四 -BopW i_p =nt Oar 


一 有 cg 1 =s0 十 1 十 2 (2.3) 

(其中 gw0 gy0,6p 和 0 00 ) 的 平移 降 同 序列 1， #0， 
二 1, 土 2，…}， 称 为 具有 有 自问 好 清 动 平均 模型 或 混合 模型 。 演 合 
模型 简 记 为 &RMA(B 的 。2 与 9 也 做 混合 模型 的 阶 数 。 办 ,和 
为 浊 辣 檬 贡 的 参数 。 

广 闵 地 说 ， 营 Pp 尝 0,9>0Cp+g 守 0), (2,3) 式 亦 称 混 台 模型 。 
让 混合 模型 (2.3) 式 中 取 二 0, p>0, 变 成 由 回归 洲 型 (2,1) 式 ; 
另外 取 名 一 0, 9 >>05 (2.3) 式 又 蛮 成 滑动 平均 模型 (2.2) 式 .钢渣 ， 
混合 模型 是 较 一 般 的 次 型 自问 归 模型 和 滑动 平均 模型 是 它 的 特 
殊 情 形 。 

”从 数学 上 讲 , 三 种 模型 (2,1)、(2.2)、(2.3) 痢 是 关于 你 : 的 线 
性 盖 分 方程， 其 中 还 出 现 所 的 差分 ,因而 这 此 也 都 是 关于 了 的 
斑 机 姜 分 方程 。 

下 而 说 明 秆 么 是 平稳 序列 Ti 的 有 理 庶 密谋 ， 为 什么 具有 
有 有 有理 谱 蜗 并 的 平稳 序 玉 1 可 (2 3) 式 表示 。 
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在 第 半音 $4 例 3 中 ， 均 信 为 各 的 平稳 序列 仇 ,== Braes 
C 注意 : 这 里 《wx } 为 离散 自曝 声 ) 的 功率 谱 密 究 为 5(o) = 

oo 总 Bin] 一 zo<w。 一 般 地 说 ， 均 值 为 堆 的 平 儿 序列 
有 理 谱 密 度 的 形式 为 





Sm) 0 Be- | 一 {2.4} 
其 中 但 (2) 和 呈 (z) 是 2 的 实 系数 多 项 式 ， 可 表示 为 
O82) = s,s ss 


= 一 pp 
从 王 (2) 与 Cx) 被 有 公 基 国 子 ， 且 :日 (2) 和 珊 (#) 的 玲 点 会 部 在 2 
算 平 面 上 药 单 位 圆 | 2 | 一 1 之 外 。 
. 定 忱 设 昌 (Cx) 和 画 (2 漠 足 七 壕 条 件 。 如 景 均 息 为 零 的 平稳 
序列 { 评 让 一作 十 后 二 2 满足 ， 
Wb pba p= — ae. 
— Bs — oq C0, c+]1,+2,.) (2,.5) 
其 中 {wy$=0, 十 1, 土 2,…} 是 自 曲 启 ， 百 gf 一 3， 且 当 3># 洒 ， 
如 (WGs) = 二 0。 则 称 4 周 是 随机 装 分 方程 届 . 5) 的 平稳 解 。 
根据 平稳 序列 理论 ， 有 下 列 定 理 ， 
定理 ”具有 育 有 理 谱 效 度 人 .4 的 均值 为 零 的 平 稿 序列 本 :一 
定 是 随机 关 分 方 香 他 .5) 的 一 个 平稳 解 ; 友之， 方程 (2.5) 的 平稳 
靛 一 定 具 有 有 理 谱 密度 (2.4)。 “1 
机 全 指出 ,工程 中 所 带 见 的 平移 序列 大 多 数 部 者 有 至 漳 宪 区 ， 
它 必 有 上 凋 三 种 线性 槛 型 中 的 一 种 。 
为 对 纹 人 术 开 方便 相 网, 引 渤 二 型 史 站 子 表 这 式 
RMA 模型 为 
Wi dW pe 二 Gar- -1 
— oie a ~ oar.g 一 


9 19 。 


引进 一 步 延 退 算 予 召 ， 它 作用 在 丰 + 于 得 Ht， 印 





有 Hi 一 他 t_， 
所 以 BB-.-..BW=Wy:_r, MW 大 下 一 Bt hl 问 群 地 Bras 
开赴 
二 Wt_-k。 箱 用 延迟 算 子 避 ， 丰 而 线性 措 型 证 改写 为 
(1—bh Bp BbpB MW:= (0 Bb -0,B: 

—"— 00 Be)ae (2.6) 
仿 硬 (B=1 dB- 人 $B prB?, 0(B)=1-0B-0,B: 
一 .… 一 9gB9, 有 | 

TBIW;=O0B)g ,t=0, +1 ,+2,- 《2.7》 


这 就 是 到 RMALp, 9 模型 的 算 子 表达 式 。 ARCD) | 模型 的 算 子 表 
达 式 为 


BBIW, =a (2.8) 
而 MAC9) 模 型 的 算 子 表达 式 为 
Wi=B(B) (2.9) 





下 面 对 线 性 模型 作 一 些 讨论 。 

三 、 平 稳 域 和 可 逆 域 

对 起 RMA(P,9 中 模型 三 (B) 斌 ;一 (Ba ， 在 .上 上 面 平 稳 解 的 
定义 中 刘 求 轨 (B)=0 的 根 全 部 在 单位 圆 | 如 | 二 1 之 外 ， 此 时 对 参 
数 由 ， 中、…， 中 pp 需 加 什么 条 件 呢 ? 叉 要 求全 (BB) 二 09 的 根 全 部 在 
单位 加 .| 如 | 二 1 之 外 ， 此 时 对 参数 引 ,， 6…， 94 又 需 如 什么 条 件 
呢 ? 为 此 定义 平稳 域 和 可 逆 域 。 需 要 指出 ,这 里 吾 应 理解 为 复数 。 

五 维 欧 氏 空间 中 的 子 集 B= {Bn) $B) m1— 
由 BB 一 上 .B: 一 … 一 中 pB? 一 0 的 p 个 根 金 部 在 单位 加 1B|==1 之 
外 }， 则 称 于 (2 是 起 RMA 模型 的 平稳 域 。 

9 维 欧 氏 空 zs 间 中 的 子 全 人 中 一 {外 ,全 … 04); (BB)=1— 
98.B 一 4.B? 一 6B?==0 的 9g 个 根室 部 在 单位 圆 | 号 | =1 之 外 }， 珊 
称 昌 ‘是 RMAS 模 亚 的 可 逆 域 。 
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下 莫 举 鲍 求 平稳 咸 和 可 道 域 。 
例 1 ABR(D 或 和 RMA(1 ,0 模型 “方程 下 B) 一 1 一 力 召 一 0 


的 根 为 刀 一 志 。 必要 求 1 21 一 | 下 > 必须 要 i$,| 过 1， 因而 平 
1 1 
稳 域 为 中 ={6,; 一 1< 册 < 上 1。 ， 


例 2 AB(2) 域 ARMA(2, g) 模型 方程 B(B) 一 1 一 由 如 
一 时， B? 一 0 的 根 洲 
1 工 


Bn gp -FV | 


如 业 直 接 由 | B,! 之 1，| BB 之 1 解 册 中 ,中 ; 所 在 区 域 是 沾 方 便 的 。 
现在 ， 利 用 韦 达 害 开 





,B= 一 地 B+ B, 一 一 轨 ， 
汝 而 
1 
ca = 一 1 Bl ~—1 1 
| 由 ER | < | < 
又 





一 1. B+B fri kN ll 
中 十 由 一 万 , 方 。 十 一 BB, ~ 一 1 ( - 二 B, 站 1 十 B, 
如 果 如 与 召 是 实 根 ， 旺 然 有 中 , 土 和 ,之 1 ， 如 果 B, 与 Bs 是 复 


。 fl 
根 ， 因 为 B81 一 B, ,天 (1. 干 也) 一 1 二 -~ 硼 -， 于 是 各 土 和 一 





i . 
-hi 于 -二 -| < 一 1。 因 此 ， 平 稳 城 为 


= 一 【1 
它 的 图 象 见 图 3-3。- 
例 3 MA(1) 和 ARMA(p,1) 模 型 的 可 道 域 为 6 二 {6,: 
—1<0 1}。 
例 4 MA(2) 和 ARMA(p2) 模 型 的 可 逆 域 为 6 一 {(6， 
s 121 s 





4 -1<b8<1，0 寺 9.<< 盾 ， 其 图 形 的 形状 与 图 3-3 相同 。 





国 3 和 光志 ak iy 形 示 也 ? 
友之， 白色 曝 声 &4 又 怎样 用 全 #, 生 #4， 表示 呢 % 完 讲 第 一 
个 问题 。 册 (2,9) 式 ， 

Wer i(B)O Baa, [BI<i (2.10) 
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例 5 ARMAr1,1) 模 
型 的 平稳 可 逆 域 为 {($1,81): 
~l<h<1,-1<h<1}, 
它 的 图 象 见 图 3-4。 

以 后 我 们 假定 参数 和 ， 
中，… ， 中 总 是 在 平稳 正 
更 (2) 内 ， 而 参数 0,， 名， “和 


”94 总 是 在 可 道 城 各 2? 内。 


四 、 格 灯 函 数 和 省 函数 
对 于 较 一 般 的 ARMA 
{PD; 拉 挤 型 Ws 怎样 用 魏 色 


这 里 ， 召 球 解 汶 和 偶数 。 央 为 鲁 { 台 ) 的 老 点 在 准 位 阅 1B;==1 之 外 ， 
记 记 本 ( 育 在 | 主 | 过 1 内 是 可 道 的 。 哆 点 注 症 , 主 闸 记 续 情 有 时 烛 
示 延 退 算 子 ， 有 时 表示 复数 ， 
令 GB)=B)G(B),1 B81。 直 于 人 (8B) 在 ; B81 之 1 中 
和 解析， 可 月 着 成 昨 级 数 : 
G(B) 一 Br, | Bi (2.11) 


蜡 然 二 (僧人 和 (0)=1, 
把 (3.1 代入 (210 起 可 得 
We NY its gs ode Fes + Guds et ee (2.12) 
让 


称 此 式 为 ARMA 模型 的 传递 形式 。GF， =0, 1，2,…， 宗 为 
上 有 REA 模型 的 格林 图 数 。 

蜡 然 ， 让 于 RMA 檬 测 的 参数 出 ;, 加,，… ,由 p 菩 在 平稳 域 
古 ! 让 内 ， 帮 传递 展 式 和 说 困 晴 数 罕 在 。 

特 玫 地 ，MA( 科 淡 型 为 和 ;一 人 @CB) 所以 GLB)=B(B), 
下 时 格林 函数 为 


1 ke0 
| 一 让 =] ,2,.…,0 
0 


3 Es 二 8 二 18 十 2 
基本 命题 当 训 0 时 ， ECHirrr) = 0, t=—0, 十 1 ,十 2 ,1…。 
证 由 (2,12) 式 


Bd si) = ~B(S a 3 Gt )= > GB( 4 )=0, 








i 
证 些 。 
这 个 古 题 在 后 面 将 多 次 被 用 齐 。 
下 入 全 一 些 从 阶 模 型 的 例子 。 
例 5 AR(D) 模 型 
Ws Bb 2 
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ll 1 _.v 
OT BB I 
Gr, =0,1,2,., 
而 优 递 形式 大 


Wi tar 
左 二 作 
例 7 AR(2) 模 型 
Wb ba 
此 时 全 (B) 一 1 一 ,8B 一 ,B*，9(B) 二 1， 因 玉 
1 1 


GT HB) TB 
所 以 
ST(B) G(B)=1 
再 用 (2.10) 式 得 


(1 bh BB $B YG to B+ GB+..)~=1 
利用 等 臣 两 这 Bt 的 闲 数 相等 ， 可 得 
0 =1 
G, -$=0, Ph 的 一 由; 

Gi dO bars—0, WI Gb- + hk-ss ho?, 
这 是 一 个 计算 格林 函数 的 递 推 公式 。 可 用 递 推 法 求 笋 林 示 数 。 
下 面 举 一 个 数值 例子 介绍 直接 计算 格林 冰 数 的 方法 。 

例 8 各 及 (2 模型 
FF 一 We Wi 


此 时 鲁 ( 马 ) 一 一 下 如 一 六 ， 旭 (BB) 一 1， 亿 而 
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把 此 有 理 分 式 化 成 部 分 分 式 ， 然 后 再 展开 成 颖 级 数 ， 有 有 








= -3 
OT 

(2) CD 
-Ls(2) rs (3) J 

所 以 格 宁 函数 
Ge 全) ho0,1,2, 

而 传递 形式 为 
Ws(y) + CD HY) je 


例 9 和 ARMA (1,1) 术 型 


Ws 一 由 全- 二 人 一 bigs 


此 时 灾 ( 了 3) =1 一 $B，@(B) 一 1 一 抽 B， 因 新 


GB)= OB8) -- 二 和 -0B) SHB 


(BB) 
=1+ SB SOG B+ 
Rl Ee 
+ SpiBe. S00-iBt 
天 去 1 . =1 


1+ Gr,—0) Bt 


政 有 格林 函数 : 如, 二 1， 全 一 中 人 多才, 0), E221, 


下 面 讲 第 二 个 问题 , 即 gt 用 WWE W149* 
式 ， 


表示 问题 .时 (人 2.7》 
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app ce 


1 a (BTBW:, |BI<1 {2.13) 
这 里 ， 吾 一 解 为 复数 。 因 为 (BB) 的 等 点 在 单位 四 | 五 | 一 1 之 外 ， 
斯 岂 日 ( 户 ) 在 1B1<1l 内 是 可 着 的 。 令 TT(B)=81(B)P(B) 


二 GQ-A( 恕 )，1B| <1。 由 于 I(B) 在 18|<<1 中 解析 ， 可 展开 成 和 
级 数 
TB) 一 To 全 TB 1Bl<I C2,14) 
Ek=1 
最 元 EE Ts =]1, 
把 (32.1 和 代入 (2.13) 氏 可 并 
a Tsp (2.15) 
下 = 了 


称 此 式 为 二 RMA 模型 的 道 转 形式 。 Ti ,一 0,1,2,…: 称 为 和 RMA 
模型 的 道 函数 。 | 
由 于 参数 旭 ,98,,… ,Bg 落 在 可 省 域 中 ,那么 ARM4 可 型 的 族 
转 形 式 和 和 闭 菌 数 存 在 。 
特 猴 地 ，AR(p) 借 型 为 CB)W; 二 qt， 所 内 (全 一 DB), 
时 赣 函 数 为 
1 ,= 贞 
ols pis F127, DP. 
= Pte 
下 面 举 一 些 仪 防 模 型 的 例 了 
例 10 ”MAC 模型 . 
| Wi=t ~ ai 
此 时 面 (B) = 二 1，98(8B) 二 1 一 9,B8， 寺 蕴 


i pk 
1(B)= ge I--9B na iB 


夏 有 敢 陪 数 
了 1， 天 一 一 此 ， 人 21 
请 闭 绑 形式 芒 
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[ 
人 二 人 人 
太一 


例 11 MAF2) 措 型 
Wi=ar— Or. — Bts,s 
此 时 省 (BB) 一 1，6{B) 一 1 一 上 如 一 8,B?， 风 前 


1 
TB BB ~ 1B- 
利用 
(4-0 B -08)1 CB) =1 
的 两 边 徇 中 荣 数 相 车 ， 上 吕 每 
了 =， 
五 一 一 页 ， T= 7T0,—0,, 
Ti=D Tr tO TE » he3 
这 是 美和 于 1# 的 弟 拱 公式。 可 用 北 推 法 计算 谈 辣 数 Ti。 
例 12 ARMA(1,1) 并 型 
We—B We = Par 
此 时 硬 (B) =1 一 如 ， 信 (B) 一 一 外 互 ， 央 而 
py BB) 1B 
1b) = = 二 人 太一 tt 0, ~ ) Br 


邦 有 北 冰 数 ; 了 一 1， i= 90310 — $1), b>1, 


33 各 类 线性 模型 的 性 质 


各 娄 线 性 模型 的 性 质 是 对 身 相 其 男 效 和 篇 相关 靖 数 而 音 。 这 
里 的 自 相 关 函 数 与 前 二 窜 中 所 述 自 相 闫 函 数 含 尖 不 同 ， 指 的 是 自 
相关 系数 兢 数 。 它 可 以 通过 让 抛 方 若 画 数 进行 定 攻 。 由 于 EW， 
一 0. 浮 自 协 方差 负数 为 

Ye EW We re), =0, T1232, 





‘127. 





而 自 相 关上 函数 现 定义 为 


下 面 介 绍 恼 相关 郑 数 。 
一 ， 偏 相关 苯 数 
在 平稳 时 间 序 列 {+， f= » —2, —1,0,1 2"! 中 取 由 一 个 
片 慨 共有 +1(52z1) 个 量 
We Wer" Is 
现在 用 前 面 项 的 然 性 组 合 走 倘 计 最 后 -- 项 上 144: ， 基 用 
天 
etki be ert pia ts Ra Dil ra 
十 十 下 本 下 
去 去 估计 WerE » 放 盐 中 ess Drs ss Prk 共和 孙 数 。 我 们 采 凡 绒 小 方 
效法 确定 这 些 系数 ， 即 选中 zi， 中 ftz ss 只 pk 会 均 方 伍 权 对 达到 最 小 。 
$= EC,s— > Pel Fk 让 
= i Erh1— Bia sx sO— pre 
我 们 采用 高 等 数学 由 多 二 国 数 求 家 值 的 方法 。 为 此 。 让 


0- 盏 [2(T 一 中 和 于 二 一 由 
opr 
(C— Wer-il]=0 
人 





= E[2(H rm Br, — Brot ps Oo ir ts) 


C— Wrr-s) l=0 


和 


_ 6 BI2(, tule als trp art ) 


Opt 
CP i=0 
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化 次 得 


Yop + 中 zz 十 ?as 十 机 十 3- 一 
YPrt Yoprst Yprest rt Yeahrr = Ys {3,.1} 


人 


a 


Yr YEapis t+ Yr srst "+ yopis = Ys 


各 个 等 式 的 两 这 除 上 已 Y。， 得 


prs + pprst Pbis st py-iprr = Pp 


pip t Pr t Pprs 二 "十 PP (3.2) 


prides Ph_ shiat Oh sphaf ‘十 中 i4 二 PE 


方程 组 (3。 


Ya 他 LE ~ Yk-l 


~ 和 ~ 
~™、 ™ ~、、 ~ 
pi fp Pp 1 


解 方程 (3.3) 或 (3,4) 得 Pr :Pke 


1 和 (3. 2) 用 短 阵 可 分 别 表示 为 


中 和 1 
Pris 了 2 
: -一 (3.3) 
Pk YR 
pr Pp 
rs Pa 
; | -| (3,4) 
Bek. PE 


,中 sp ,规定 oo 一 1。or(E>0) 


称 为 偏 相关 函数 ( 注意 ，gxz 与 参数 $4 尔 要 温 潜 } 。 方 程 (3,3) 


和 ({3.4) 中 系数 矩阵 是 托 布 里 兹 (Toeplitz) 纯 阵 ( 注 ) ， 


方程 (3 ,3) 


注 满足 ij 护 改 策 定 矩阵 (ei) Ea 行 , 六 记 奉 望 芯 责 年 全 


* 工 29 





和 《3.4) 称 为 尤 尔 -沃克 【〔〈Yuis WWalEer) 方程 。 圳 要 措 岗 ， 解 
方 各 生生 天 的 一 | 此 和 量 中 只 有 if 是 要 计算 的 ， 其 他 最 由 :中 rs > 

-中 tx! 一 般 是 没有 用 的 。(3.3) 和 (3.4) 式 表 明 仿 相 活 画 数 可 
到 天 自 认 方差 本 数 世 自 相关 让 站 策 由 。 计 算 一 康信 相关 邢 数 由 ， 
人 2 计生 二 相当 太 的 。 

候 胡 关上 因数 中 rx 县 有 慨 宣 意义 。 它 刻 寻 了 举 稳 序列 仔 意 一 个 
长 为 &+ 工 拘 千 眉目 让 在 中 间 量 二 24, ， 
Wz 固定 的 条 人 性 让， 本 端 二: 入 46z 的 线性 联系 密 团 各 
度 。 然 独 , 自 相 尖 函数 px 并 不 和 伏 开 市 疝 数 值 固定 , 它 疗 划 两 端 站 + 
和 Hp 的 线性 联系 密切 程 庶 。 亚 然 ， p= 总 偏 相关 五 数 的 宫 
秘 总 由 它 的 概率 意 尺 得 来 的 但 是 器 解释 0 的 慨 罕 登 义 ， 琴 
逢 用 贺岁 数理 统计 的 相关 分 析 中 偏 相关 系数 的 入 念 。 

二 、 各 类 线性 模型 的 性 质 

下 曾 介 绍 符 类 线 竹 模型 的 自 相 关 函 数 与 偏 相 关 关 煞 的 性 质 ， 

(41) 自 区 妇 模 型 ARCF) 的 自 相 关 交 数 pr 拖 屁 ， 依 相关 调 数 
中 x: 喜 尾 。 

所 谓 pi 手 旦 ,是 此 它 随 普 在 匹 限 增 天 以 偶 指 狐 的 建 度 和 向 于 
户 ， 即 消 刺 相当 大 时 有 |px| <ce 站 《其 让 5>0，6203。 此 时 
limpx==0， 它 的 图 和 象 手 一 条 尾巴 5 见 图 3-5 ) 。 

















所 谓 $xs 截 电 。， 指 -。 
去 站， 当天 之 区 时 


bre 0 沼 训 之 8 时 
即 归 z 在 下 等 于 有 时 不 为 0 ， 首 PD 以 后 都 等 于 0 ， 它 的 图 象 象 巷 
新 了 尾巴 一 样 ， 丽 且 尾 巴 截 断 在 让 一 和 的 地 方 《 见 图 3-67。 


hx 





图 3-8 

(2) 滑动 平均 济 型 MA (9g) 的 自 相关 栈 数 Px 抽 尾 ， 是 巴 获 断 
在 3 一 8 的 地方 : 倘 丰 关 函 数 dz 拖 必 。 

5x 的 图 得 类似 图 3-6， 不 过 应 把 多 改 为 9; 重 $x 的 图 象 类 
似 于 图 3-5。 

(3) 混合 模型 &RMA(P,F) 0220，32>00) 的 自 相关 国 数 px 
与 偏 想 关 滑 数 pxzx 都 是 拖 尾 的 。 | 

PE 与 四 sk 的 图 象 都 类 似 于 图 3-5。 
各 次 盘 尾 模型 的 性 质 可 烈 成 下 表 : 












| | ARMA(p,9) 
4AR 本 时 | 
CP) OAD | (>o g>0) 
一 全 一 下 一 
pi | 拖 展 | 融 尾 i=4 处 ， 拖 尾 
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我 们 可 以 依据 自 相关 函数 和 售 相 关 画 数 的 情况 来 判断 线性 模型 属 
于 壮 类 中 的 硅 一 类 。 下 击 对 上 还 某 些 性 质 作 证 明 。 
兰 、 三 种 线性 模型 px 性 质 的 证 明 | 
1.MALg) 模 型 px 截 必需 证 ， 当 上 >qg 时 ,pk 二 0; 而 py 寺 0， 
由 (2.2) 式 
Wi=as — Oa bits oas.q 
为 了 计算 kfhzz0)， 在 上 式 两 边 乘 Vy.% ， 再 取 数 学 期 望 。 于 是 
Ve= BWWe,r)= Bia — foam as oo oor o) (dar, 
一 bazsi- 一 Data 一 一 gotrE-9)] 
因 前 可 分 别 得 到 
当 半 一 0 有 时， yo=e3fl+ 加 十 脸 十 … 十 加 》 
| 当 ls hq 时 ， Yi=oi—O+ Ot+ + Oo .99) 
尖 记 9 时 ， Yk 二 0 (3.5) 
这 里 器 规定 久 二 0， 因 为 当 加 =g 时 会 出 玩 抽 。 进 而 可 得 
1 太一 0 时 


— dtr + Oo nd | 
I 01 二 下 十 lk (3.6) 


0 > 村 
然而 pg 一 8/1 十 如 十 "+8 引 ， 显然 不 为 登 。 于 是 ,证 明了 ps 
在 =g 处 戴 尾 。 不 公 如 此 ， 还 带 指 出 ，!(3.8) 式 表明 由 7o， ?4， 
ys?a 的 数值 通过 解 非 线性 方程 组 可 得 03 .09 os0s 的 值 。 
这 也 是 后 面 8 5 中 确定 参数 的 方法 。 数 学 上 还 可 以 证 明 ， 营 px 在 
8 一 Y 处 截 尾 , 且 满足 荣 个 普通 条 件 ， 则 平稳 序列 ts 具有 MA(9) 
模型 。 【年 ] 
2.4R(p) 模型 pr 拖 尾 只 需 证 存在 常数 6 之 0 ，5>0， 
全 jerl 之 ce " 训 ， 上 F220。 由 (2.1) 式 ， 
= 直人 
广 证 明 见 参考 书 E 9 第 267 页 。 
*»*132» 














先 求 Yrx。 当 记 汪 0 ， 上 式 两 边 华 璇 1_% ， 再 取 数 学 期 晶 
EW = BW Ws) th BW Ht 
. +onB tH _ oH)+ E(u s_ re) 
利用 有 三 中 基本 命题 ， 厂 (er 下 一 0 >0， 得 
TE Py hpyr-ns F200 
. 商 边 际 以 Yo 得 
Pi=Pipgit+ ngst + hops , kD (3.7) 
或 守成 
BB)Ppi=0, hk>0 
这 是 线性 差分 方程 ， 可 用 装 分 方程 解法 获得 pp 。 令 让 二 避 ， 其 由 
1 的 值得 定 。 当 1 党 一 P 了 时， 由 (3.7) 式 得 
Nr =A 
油 而 


1 一 Bh 0 
所 民 和 :是 方程 肿 [ 五 3 一 0 的 哥 。 

设 方程 亚 ( 加 )==0 在 单位 事 ] BB1 二 1 外 有 加 个 不 相交 的 根 分 1 
Qs, 1 
二 1,2,-…，。 名。 综 上 所 述 ，p 二 G4，1> 一 9 是 差分 方程 (3.7) 的 
解 。 进 而 订 科 | . 
P= AGI+AGI+ "+ AnG3, i>—p,. (3.8) 
是 荆 分 方程 (3.7) 的 解 ， 其 中 41, 闪 ,，…, 4p 是 常数 它们 可 以 根 
据 了 了 个 美 系 式 po 二 1sP1 一 P10 芝 1 代 四 确定 。 

显然 ， 当 1-3oo 时 ,有 Pr 习 0。 下 面 尘 p! 作 界 的 估计 。 当 了 0 
对 ， | . . 

.lprlei A NG riA Gtr Gl Pe NM! 
= poe "ees 


其 中 = mas 40 上 一 max |9i:| 之 1 ,5 一 In 坟 > 0， 
1<3<Pp ” 1 所 玫 直 了 | 2 
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5 一 poss。 此 峙 已 证 明子 户 手 屿 ， 至 于 人 (的 一 有 十 机 的 情 治 ， 
也 可 证 明 pr 拖 尾 ， 这 里 省 栈 。 

例 ARBR(2) 税 刺 设 亚 (了 2) 一 8 有 两 个 未 捐 岗 的 根 Gi » 
而 | 全 | 之 1，18: {<1。 莽 分 六 程 
有 解 PE = 1 十 中 pp 9 0 

p= TAG i —2 

利用 po 二 1] ， 所 = 开赴 
十 daGss， 可 得 





了 4 一 人 
! (Hs BE) 全 一 个) ’ 
&, — 7 -1 


MO 6)" 
需要 指出 ， 下 前 名 个 方 和 | 
Pe 十 号 sp 十 个 十 中 ppp_t 
Pp 十 … “十 中 ppp_: (3.9) 


pp=pipp- ,二 由 Pn-st 二 
是 含有 参数 中 中: ” ;Pp 的 线性 代数 方程 组 。 与 (3,4 式 租 比 ; 取 
二 加，(3.9) 式 也 是 况 尔 -沃克 方程 。 此 式 表明 。 出 plypa ypp 
的 数值 可 硕 定 中 ,中 ，…, 中 zp。 这 在 后 面 §5 中 要 用 。 与 13 .全 式 对 
比 ， 沁 然 $i bpi, j= Po 
3,ARMA{p,) 模 型 px 拖 尾 ”由 得.3) 式 


Wa—B Wo bo po Oa Dore.g. 
两 边 汇 Wi.s ， 再 到 数学 期 望 得 
EW rn) EW reo (ToW x) 


= BlaW.p) —d Ear 时 一 一 人 (er 
当 8 时 ， 利 用 82 基本 合 题 可 得 
Pi— iPr Ppk-s Bopp t=0 (3.10) 
此 姜 分 方程 与 (3.7) 臣 相 比 , 仅 是 名 的 取 值 范围 栗 合 ,前 省 为 hq 
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记者 为 ji>>0。 解 差分 方程 的 方法 与 前 面 是 类 似 的 , 问 排 地 可 以 证 
明 pi 拖 展 。 | 
需要 指出 ， 辛 (3,19) 式 中 取 十 1 ,gos 宣 十 五 得 方程 





租 
pat!=P pt hapg st 二 pig p+ 
Rgrs™— Bp 1 + bapg 二 二 ote pts (3.11) 


rk 


Pa+p par pit ps 十 … 二 ppg 
这 是 参数 四 ,由 np 的 线性 方程 级 ,对 太 代 和 和 模型 ,页 69g -pr 
"spo"yPqrP 的 数值 可 确定 参数 Bi Bs Pp, 
关于 三 神 线 性 模型 偏 相 关 史 数 性 过 的 证 涩 ， 我 们 仅 价 绍 
BOD) 模 型 Bxp 截 尾 的 证 法 。 
四 、 性 尼 {p) 模 型 $x 在 大 一 多 截 局 的 证 明 
二 刀 {( 的 模型 汶 
W@W t+ boWi, pt os 
只 要 让， >p 时 ， 必 rr 一 0 而 下 pp 所 9 为 此 ， 堪 计算 Bx:。 利 用 
$2 中 基本 命题 ， 当 b> 时 ， 


r- lt - -至 
人 一 百 ; We ~ Drs seri | 
[9 3=1 ， . 
a 1 Et > fh 
= Pi ong DDE. — 总 Pus errs | 
=1 垩 让 ' ” -~ 
， 二 py 
~ Ea? 4 十 有 : 癌 pi sk 党 Gr 直下 -和 
一 五 | | 下 i 
= 及 or 十 而 {总 ($i— By) Wk | 


0 


$1, Ts jp 


d= 0 ,p+1<Ieh 


mm mp 


使 5 壕 到 最 小 。 旋 上 时， 共和 >p， 则 qz 一 0， 轴 中 pp 一 昌 p 拓 0。 于 
是 ， 证 胆 了 qzr 竹 避 二 D 堆放 。 

数学 上 还 可 以 证 明 ， 若 偏 相 关 函 数 xx 在 有 一 处 截 尾 ， 则 
平稳 序列 更: 具有 ARCP) 异 型 。( 注 ) 

在 实际 问题 中 需 怠 确定 . -个 平稳 时 间 座 区 的 线 作 模型。 但 是 ， 
对 守 一 个 平稳 时 间 序 列 12z 一 0, 士 1 二 23 多 没 明 不 能 光 穷 
无 总 地 讲 行 下 去 ， 只 能 进行 有 限 次 测量 。 对 一 个 平稳 有 时间 序列 
2 十 进 行 n% 次 测量 如 取 m 一 200 ) 得 到 % 个 数据 


PAA 
遂 常 称 为 时 间 序 列 的 一 个 样本 或 祥 本 男 数 。 兄 称 为 样 林 长度 ， 一 


般 取 样本 长 麻 呈 超过 50。 

为 了 得 齐 期 望 值 为 电 的 时 间 序 列 { 访 让 的 样本 ， 各 作 变换 内 
一 人 一 1 二 29 但 是 ;的 期 望 值 是 
不 知道 的 。 利 用 第 二 章 8 3 平稳 序列 各 态 历经 性 ， 斯 殿 值 凡 可 用 
Dis Las En 的 平均 值 来 近似 代替 ， 即 


yi 





作 变 挤 | 
证 ,一 名 4 一 区 ，+ 二 1,2,-… sm 其 中 Z=1 X27; 
ni=1 


就 把 样本 2,,2,,…;2Zn 澳 算 成 了 样本 到 1, 玉 ，,…, 扩 ,然后 崩 利 
用 样本 W, Hs 确定 平稳 时 间 序 列 {He, {=—0, 十 1， 十 2， 
.小 的 线性 模型 。 更 详细 地 说 ， 利 用 这 个 祥 本 确定 线性 模型 属于 三 
类 中 的 哪 一 类 , 阶 数 p,4 的 数值 等 于 多 少 ,参数 四 ,四 ，… ,中 p39， 
9,,…,0g 的 数值 各 等 于 多 少 。 下 面 的 任务 是 利用 平稳 时 间 序 列 的 
一 个 样本 ， 确 定 它 的 线性 模型 的 类 别 ， 阶 数 ， 傅 数值 。 





注 证 及 见 参 辩 书 ( 9 J 第 270 页 ， 
+1136» 


Or ae 





$4 模型 识别 ~ 
类 别 、 阶 数 





由 平稳 序列 的 一 个 样本 函数 确定 它 的 线性 模型 的 类 别 , 阶 数 ， 
称 为 并 型 识别 。 上 节 中 我 们 曾 指 域 ,可 用 自 相关 医 数 ps 和 偏 相关 
函数 中 ns 的 模 电 或 莽 尾 情况 来 判别 一 个 平稳 序列 的 线性 模型 履 于 
哪 一 奖 。 但 是 ， 由 于 py 与 Brk 是 理论 值 , 所 以 我 们 可 以 用 一 个 样 
本 开 ,, 矿 ,，…， Wn 先 算出 样本 自 相关 函数 Bx 和 样本 仿 相 关 函 数 
sx。 并 分 别 作为 ps 机 ws 的 近似 倩 计 宜 ;再 用 Bi 与 在 1 判别 
模型 的 娄 别 和 阶 数 。 
、 样 本 自 相关 画 数 和 样本 偏 相关 函数 
平稳 序 列 








ies WW Wo 
因为 再 Jr 一 90， 所 以 自 协 方 莽 函数 Yk 一 思 ( 妈 ae,#)。 对 于 一 个 
-样本 友 ,， 玉 ,,…, 洲 4， 可 定义 样本 自 协 方差 浮 数 为 
,WW WWogt t+ Wy sa 


YE 
多 








1 mA 1 广 】 ” 一 一 
一 人 a ” S01 EK CK nN) (‘4.1) 


样本 自 相 关 冰 数 为 


6 一 -各 2 (4.2) 
如果 平稳 序列 化 ! 具有 协 方 半数 各 态 历经 位 ， 屠 人 
多 limyr=p lm SW; iW j= YE 4 3) 


” 注 有 此 书 和 -的 样 术 自 协 方差 沿 数 采用 定 光 
1 a 
Yi a JH jrg 


» 37e 





又 Plimjo=Y, ; 利 届 依 和 概率 收 化 福 质 得 


lirmé = %» lim Da 一 
于 = Hn DT 二 
到 
2 Hm 让 一 号 长 本 4 


用 实际 推断 原理 ， 当 %--* 充 分 大 时 ， 
Drees Brrpys =0,1,2,,R, 
为 了 保证 Vs 充分 接近 Yk,Bx 充分 接近 pr C=…0,1,2,.…,KE)， 
名 取得 很 大 ,但 玉 相 对 于 nm 不 能 取得 太 大 ,否则 就 不 能 保证 % 一 上 


相当 大 。 一 般 取 n>50， Ke 常用 天 10° 如 m=300， 可 取 
K=30。 

下 醒 澡 一 例 说 肯 自 相关 函数 的 算法 。 

例 1 荣 条 河流 上 的 一 个 水 文 站 从 1915 年 到 1873 年 记 条 的 
每 年 最大 径流 量 见 表 3-2 Gy 栏 ， 共 59 个 数据 。 为 了 计算 样本 自 
相关 蝇 数 ， 把 2 变换 成 下 。 先 计算 ; ， 

Z= Bs(15600+ 8960 + 10400+.. +10000 + 9300) 一 8669 
令 刺 ;一 四 Ws 的 数据 见 表 3-2 中 的 Ws 栏 。 
利用 (4.1 式 ， 取 多 一 59， 王 3， 有 
Pao(6931: 291* F1731: .1331 T6317) 一 5020385 
访 一 二 (6931 X291+291x 1731+1731X 1931+.… 二 1331x631) 

一 -1156994 
= 点 (6931X1731 十 291X1931 十 1731X 2131 十 … 二 (一 1909) 

J 
weE31)==1470118 


=- i884 





0676 BP 
























































9， 15% — 


一 -1 一 | 





TOomr 


[fies 
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6259~ 








二 让 99TTT 


0T8S 


站 


中 
9 .680T 一 





























































































5 | on 辣 eaT | ae: 
TT oe88 jee) 169 0928 le2l Tgee | 00881 1 
QFE 2 T68T 0866 
boorrirg| ar 0193 
ogF9 gj Tezz 0060! 
oz 加 [et | ‘0086 2 
ops el niet | 04 0886 9 
'- pe 
| 191 0588 |9T| Teer fang 
bsor | O189 9T| 1821 | 00F0! 
poral 0850 hi 62 0968 a 
| - 
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P= 6931 x1931 十 291 尖 2131 十 ,于 (一 1239) x 631) 


一 一 817156 


有 人 让 于 


= (931x 1514 291xX 5731+4... 二 (一 2639)x 631)==1864i1 


多 利用 (和 .323) 式 。 得 


YD Fe yp 

分 i > A Ys 

D4 二 二 0 ,28， 人 s bist -=0,04, 
Ya 7 


不曾 讨论 妇 低 定义 料 有 偏 相关 畏 数 。 几 (4.4 式 ， 偏 柜 尖 函 
数 Bx 可 友 自 相关 兰 数 算出 来 ， 有 


pr 1 pp LE ~ PE yl zh! 
~ ~ 
Ds fi Ds 
~ ~ ~ - 
» ~ 、 ~ ™ P 
一 [1 产 pl ~ {4.5) 
= ~ 本 ~ ， 
= ~ ~ fp 
2 . 本 
~ 和 人 
Prx Pe-l ™~ Ps Pi 1 Px 
中 ” ~ ee a 
因 击 样本 偏 相关 阔 数 wt 可 用 下 式 定义 ， 
内 四 的 a ys 
中 5 1 DL fa ~ El Wl Dl 
鸭 网 ~ ~ ~ - 
Pes 0 1 ~ ~ ~、、 Ds 
~ ~ ~ ™, 
: ~ ~ : . 
一 1p ~、 ~ ~ Ds " {4.6) 
辐 ~ 、 、 : 
、 ~ ~ ; 
~ 、 站 ' 
~ ~ 、 . 7 
Prs Det “~ ps 1 Dk 


Pb, . 
由 下 可 多 利用 托 布 时 讼 矩 备 求 逆 和 作 箱 阵 导 法 的 方法 算 ws， 计 
» 140 » 























算 量 较 大 。 通 常 利用 下 面 的 递 推 公关 计算 ， 则 计算 景 较 小 。( 话 ) 
中 一 六 (4,7) 
个 Ta 天 下 - 

P+! Fri =! 让 一 立 6 i 71- 疡 后 ji | "4.8) 
Piss ji Bs grip Ei j=1， 了 C4.9) 

遵 推 的 戎 序 是 

A 用 {4.8) 式 人 

Pi > Pe 一 [> Pss 

一 于 (4.9) 式 用 (| 
太一 | 大 一 =3 
由 了 一 二 工 | | 
Pa .0 用 (8) 
+ 式 | 几 (4. 9) 式 Et “ 
Pss KE=3 [lk 下 一 二 
| | 用 局 . 提 式 Yj 了 一 
用 (4.8) 式 | 本 一 2 Pe 
Fr 用 (4.9) 式 
| 由， : = : 
用 .9)RR | (jy 
KE=2 1 Ps 
Yi- | 
中 J 


上 面 的 递 推 计算 按 篆 头 方向 进行 


。 所 站 的 过 wj (之 们 构成 一 个 二 


角形 .计算 每 一 列 元 素 的 数 管 时 要 用 到 它 的 左边 一 列 元 素 的 数值 ， 
县 计算 非 第 一 行 元 素 的 表 值 时 还 要 用 到 它 所 在 列 的 第 一 行 元 素 的 


数值 。 
例 2 计算 例 !1 中 数据 的 伴 本 篇 相关 涵 数 。 
由 (4, 丫 式 ， | 





广 “用 直 次 算法， 大， 萎 除 运算 次 数 正 比 于 WY， 用 各 控 公式 化 久 ii， 




















次 数 正 出 于 8 所 碎 用 后 一 下 站 法 计算 速度 决 得 京 。 


葬 除 运算 


=» 1dl 


he 


(4.8) 式 中 取 4 一 1， 得 





(4.9) 式 中 取 有 二 1， 和 得 

人 .5x 0.23)= 0.17 
(4.8) 式 中 取 #=2， 得。 
$,,= A $,, — Bb$., 

— BP, ~ Bs 
oiey 0. 29 X【 一 (. 173 — (0., 233 ~ 0.25 
P02 C0 17 O29 
=—0.06 

《4.9) 式 中 下 2 3 一 1， 售 

中 0.17) 一 (0.08) 六 0.25 一 -0.15 
(4.9) 式 中 取 玉 =2，5 了 二 2， 得 

P0006) (0,.17) =0,24 
《4.8 起 中 取 于 二 3， 得 
中， 一 .0 一 户 Pepa 一 Bp, —AB 


ibs PBss — 站 :的 
0.38 一 (一 0.16)X( 一 0.15) 一 0.29X0.324-( 一 0.23]X(- 一 0.06] 


1—(C-0.53)xC—0,10) 0.230%0,.24—(t—0.16xt—0.06) 





性: 


1ss15™—= .00 本 

由 于 nn 和 和 多用 前 面 取 法 ， 有 Br 守 ps ， 一 1，2，…， 玉 ,再 用 
.5) 和 人, 人 6) 式 ， 可 得 . 2 

Pres =0,1,2,.., KF, 

二 、 确 定 模 型 的 类 别 和 阶 数 

线性 族 型 的 类 别 ,理论 上 可 以 胡 据 ps 和 中 hs 的 施 尾 和 截 席 性 


2 





有 案 栈 定 。 虽 然 , 在 实际 工作 中 容 们 由 一 个 社评 只 能 入 下 疡 和 名 Es 
=,1,2,… ,及 )， 但 在 一 定 条 件 下 吉 守 px 虽 i6 守 rp 。 扬 以 
我 们 可 用 站 和 Dxs 分 别 漳 断 ps 和 中 tj 是 手 许 还 蚌埠 尾 的 。 

由 人 2， 如 困 pr 拖 尾 ， 中 rs 哉 尾 在 一 2 处， 那么 线性 寞 型 为 
AR(p) 模 型 。pzs 扼 诗 可 根据 $k 的 点 图 判断 ， 只 要 16xr| 您 灾 合 
小 人 天 增 太 时 》。 人 但是， 用 中 ks 判断 


Brg 一 0， jp 时 
管 祥 作 吏 ? 因为 有 > 时 ， 中 ww 必 Brs 一 0 ， 而 Bey 并 和 不 为 0 ， 这 
给 济 断 戴 尾 带 来 了 一 定 轴 难 。 通 常 采用 下 面 方 法 。 当 加 > 了 时 ， 
平均 20 个 Bs 中 到 多 有 一 个 使 | 了! 之 7， 那么 认为 $es 和 
党 在 名 = 名 外 。 其 理论 根据 为 


定理 1 对 于 其 有 AR(p) 灼 型 的 下 杰 平 稳 时 间 抒 苑 {Vs}， 
涯 很 天 时 ， 样 汪 仿 相关 函数 sx 信守 p) 近似 服从 正 态 分 布 
N(0 : 二) 《证明 省 路 ) 

丹 要 措 出 ， 足 态 平稳 时 间 序 列 是 有 上限 维 分 布 为 多 维 正 态 分 布 
的 邢 稿 随和 机 座 列 。 由 此 定 吾 。 当 mm 很 大 时 ， 有 

了 bis! < oe! N95 | 

为 方 全 起见， 后 面 pr 和 brs 瓶 许 或 截 电 也 称 为 px 和 中 xx 卸 
是 或 藏 尾 。 

全 3 模 据 例 1 中 水 文 站 每 年 最 大 径流 是 记录 数据 ， 算 得 样 
术 自 相关 阔 数 和 杰 本 偏 相 关 涵 数 见 表 3-3. 分 别 画 出 所 和 吉 px 的 
湛 象 , 见 图 3-?7(@)、( 扩 ,从 图 3-7(w) 看 出 Bx 指 有 局, 铅 从 图 3-7(8) 


看 出 $s 城 屁 ， 但 秽 尾 在 何 处 呢 ? 在 本 例 中 2 一 0.26， 
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L 











B: (一 0.23 0.29 一 .8 0.28 | 一 .0 0.22 ， 0.08 | 0.00 


1 
3 | 4 | 5 | 6 5 8 
本 0 











大 1 2 





| 
| 
1 
Hi 


pri |] 一作， 23 0.25 一 0.06| 0.20 | 0.14 








; 0.,18 i_0. 08 

















OO 
0.05 ;0.02 | 0.09 | 一 0.07 0.03 |~0.05 0.04 








Pr 
| } ， dh 
中 一 0， 02 一 9， 9 一 0， 02 一 0 11 一 0 09 一 0， | 0.00 i 
表 3-3 


; 





和 和 





图 3- 了 人) 
下 人 时， ;多 px] 过 0.26， 所 以 可 以 认为 尾巴 截断 在 二 2 处 。 
这 里 多 :0.26， 取 截 尾 在 # 一 2 处 较为 合 开 。 
综合 Bx 拖 尾 与 中 规 尾 情况 ， 查 表 3-1 可 以 汰 为 线性 模型 





是 二 阶 自 回归 楼 地 点 RR(2)。 

由 $3， 如 果 gxi 拖 民 ，ps 截 尾 在 下 = 处 ， 财 么 线性 模型 为 
MA (g) 模型 。gxk 拖 尼 可 根据 Bx 的 点 图 判断 ， 只 要] 网 zx] 全 实 
会 小 CC 名 增 大 时 》。 但 是 ， 用 评判 断 

二 0， 记 二 9g 时 
Pr 0 pg 
可 区 用 下 面 方法 当 沁 4g 时 ， 如 果 平 均 20 个 bs 中 至 多 有 一 个 


使 16u| -二 -。 其 理论 根据 为 
nh . 

定理 2 对 于 具有 MA(9) 摸 更 的 正六 平稳 时 间 序 列 {YTFej， 
当 % 很 大 时 ， 样 本 自 相关 函数 《及 之 g ) 近似 服从 正 术 分 布 


NW(0 ,142 避 p14 ) )。 (证明 省 略 ) 
' tai 
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了 元 全 ~ | 一 机 i 7 PE 中 和 
因 嘲 2 得 六 有 时 pk 人 近似 职 从 六 { 0 本 51))。 


titel 


为 方便 起 见 ， 取 近似 分 布 为 N( 0 ， 工 )。 必 有 


PE: < les 


例 4 某 化 学 反应 过 程 记 菏 了 200 个 温度 数据 ， 计 算得 样本 
自 相 关 玛 数 和 样本 偏 相关 画 数 见 天 3-4。 







































2 i i - ja i 

EE 0.79 0. ps 1 0. 82. -0.730.760 0 ?2 
k | 9 19 TT 14 15 

By 0.04 0. 0.07 0. 05 0. 02 : 1 0.03 | 四 | 
5 on Ee oo 


Bis 0， 14 0,82 O11 [0,16 0.12 0. 10— .07 
i 
训 3~44 

分 别 作 点 图 ( 见 峡 3-8(0) (5))。 
关 岁 人 可见 ， Prr 据 纵 ， 才 Pk 截 谋 。 但 总 ， Ba 堆 尾 在 何 处 呢 ? 在 


; 2 2 
素 例 中 ， 7 3600 0.16, 当 记 之 2 时， [Bri < 16, 上 所 以 


司 以 读 为 截 尾 在 尺 二 2 丸 。 
形 例 绷 据 表 3-1 ， 可 以 让 为 线性 模型 是 二 阶 滑 动 平均 模型 
MAC2), 


+ 46 。 





6) 


图 3-8 
例 5 某 人 心胸 对 间 间 了 想 ( 即 硼 邻 两 次 心跳 之 问 的 亲 陋 时 间 } 
| a dT 





有 400 个 数据 ， 


算出 样本 自 相关 函数 与 样本 偏 相 : 


半数 如 下 宕 3-5。 









































二 
2 | 0.57 | 0.47 | 0.44 0.47 | 0.45 EE 38 0.53 | 9.37 
x i112 | 3 | 4 5 6 7 | 8 
| 1 | 一 一 
Pix | 0.57 | 0.22 | 0.16 | 0.20 | 0.11 1 0.01 :一 0.03 0.10 
F9110 :1 12 13 113 15. 
3 四 
站 下 - 站 7 | — 1 本 
09 | 0.13 | 一 9.03 一 0.03| 0.08 |-0.07 0 





一 


下 3-5 





s 于 4 入 


证 3-9(4). 











图 #- 9 


周 为 -二 0 数 信 比较 小 ， 有 
看 成 扎 虹 。 线 性 模型 可 以 看 成 沁 合 模型 ， 但 注 台 模型 的 阶 数 乱 祥 
定 呢 ? 用 本 节 的 定 阶 法 、 两 个 拖 屁 定 不 出 除数 。 上 计时， 我 们 与 能 
主观 地 取 了 了 和 gg 的 数 秆 ， 却 需 都 不 为 零 , 为 使 线性 模型 简单 起 殉 
通常 pg 与 9 的 数值 镁 取得 较 小 。 例 如 ?7 二 p=1, 
4 二 2;. 或 2 一 2 9 一 1] 等 等 。 ， 

有 时 我 们 会 汪 汉 本 身 相关 王 拓 与 机 相关 函数 至 少 有 一 
个 既 不 是 拖 尾 又 不 是 截 是 的 情况 。 

例 6 条 做 学 反应 过 各 温度 记录 数据 。 算 出 和 名 tt 分 别 

作 国 ( 见 图 3-19 》。 
由 图 可 见 外 kx 是 拖 妊 的 ， 而 Bx 妍 订 是 拖 尾 又 不 是 截 尾 的 ， 
可 以 说 Px 是 种 必 巴 的 。 此 时 线性 模型 不 是 前 曾 人 2 中 指出 的 三 种 
之 一 ,我们 可 议 认为 这 个 化 学 反应 过 和 粮 的 温度 不 是 侍 称 时 间 序 列 ， 
击 是 非 平稳 时 间 序 列 。 
上 评介 绍 的 确定 模型 类 曙 与 防 数 的 方法 带 有 一 定 的 主观 随 总 
»* 149 4 











3 1 1 12 13 14 


| 





' . 攻 - ， 
性 。 以 俩 3 为 例 。 前 商 我 们 认为 是 AR (2 和 镜 型 .但 车 把 外 sx 看 作 
在 8=4 处 截 轧 , 亦 可 以 认为 是 种 刀 (全 模型 。 基 至 把 Bx 和 Bpe 部 
砷 成 光 尾 ， 认 为 是 瀚 合 模型 亦 可 ,当然 ,一 个 模型 最 好 识 草 为 阶 数 
艾 稀 的 自问 归 模 型 误 阶 数 较 做 的 滑动 平均 模型 ， 或 取 为 阶 数 较 做 
的 混合 模型 ,下 面 会 因 到 这 样 价 于 估计 参数 的 数值 ,市 县 也 便 干 作 
预报 。 在 工程 技术 中 所 见 线性 模型 的 阶 数 ,4 一般 不 超过 4 阶 。 





85 模型 参数 信 计 


模型 参数 pis hss ,Pp 0 0, gs Cr 斋 要 用 一 个 样本 作 
* 130 。 





合计。 必须 指出 ， 这 里 白 皮 声 方差 92 也 作为 一 个 模型 参数 。 本 节 
中 将 固 到 ， 只 要 必 祥 本 自 协 方差 函数 了 x 或 样本 自 相 关 阔 数 Bx 中 
一 部 分 数值 ， 而 不 圳 用 样本 偏 契 闫 函数 的 数 伪 。 参 数 各, 中,，…， 
中 p02;… ,99, 03 的 估计 最 分 列 记 为 的， 办 多 p 
By ,53。 人 下面 分 三 种 模型 分 别 介 绍 参数 合计 值 的 算法 。 

一 、ARC) 模 型 参数 估计 

由 (3.9) 式 ， 两 边 对 中: 和 ps 取 佑 计 值 可 得 


中 1 A be ~ ppv-iy ph 
~ ~ 

~ ~ : 机 
中 : pp! I ~ ~ Ds 

~ ~ ~ ~ 

: ~ 、 ~ ~、 : , 
=— | az ~ ~ ~、 (3.1) 
~ ~ ~ 
\ ™ ~ > a 
~、 ~、 ~ PL 
~、 ~、 


$s Bp. ~ pp L [3 
与 (4.6) 式 作 比 较 ， 在 (4.6) 式 中 取 训 一 可 得 
全 ;一 看 py， j= 1 32,° … 

所 以 自 回归 模型 的 参数 值 一 般 不 必 作 专门 计算 ， 只 变 在 样本 偏 相 
关 函 数 计算 记录 出 取出 外 p,, 吕 ps，…; 名 pp 即 可 。 

为 了 计算 6， 先 技 cz 的 表 法 式 。 由 入 民 (8) 转 型 (3.1) 式 ， 

od = Bos EW — pW, pb We — po np)? 
~ BW? 2 We Se)+ B( ES pepiWi-ate-s) 


=Y 12+ 3 pi x 
由 Yule-Walker 方程 (3.3)， 有 ， 
n ， 
PTI Tis j=1,2,.…,P 
所 问 
Fp e 
> 2 hipjiyiLE 一 一 总 7 
i jy 
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[4 
J2=Yo— 疡 中? 





因而 
G8= 7 - 它 多 7 (5.2) . 
利用 (5. 上 和 {5.2) 式 ， 可 得 和 RCTJ 和 和 有 (2) 模型 的 如 下 参 
数 估计 式 ; 
AR{1) 模 型 ， 中 一 语 ，68 一 加 人 一 个 ) 《5,3) 
| 。 个 _ 0-—P) 个 Ps— -p+ 
AR(2) 模 型 ; 中， rs ， 有 :一 号 一 5 


G2=7 了 (1— BP, $b) 《5.4) 
二 、MA (gq) 模型 参数 估计 
由 (3.5) 式 ， 两 边 对 Yk,03,84 取 估 计 值 可 得 
人 21 十 人 十 于 十 -… 十 站 )， 刘 二 0 时 


一 六 六 大 天 5 .5 
et lg 时 ) 


> 


+0:+62+...+6:) 
人 + T+Og_ 0) 
-06, +0, + 二 pa- 00) (8.57) 


a 


Po 02 — by) 
这 个 方程 组 含有 4 十 工 个 方程 ， 其 贝 祥 本 协 方差 函数 加 的 数值 已 
算出 ， 而 来 知 数 是 多 ,6,…,64,63 ， 共 有 9+1 个 。 此 方程 组 是 
非 线 性 方程 组 。 要 求 外 ,6,,…,Bg, 人 3 上 既 可 以 解 这 个 非 线 竹 方程 
组 ， 也 可 以 采用 近似 解法 。 
利用 (5.57 式 可 得 MA C1) 模型 的 参数 估计 式 : 





让 一 人 记 ， A 1 + 1 40: 
:一 于 I ， i= 一 一 了 一 一 《5D .6) 
+ i182 * 


三 、 上 RMA( 和 2) 模型 参数 估计 
出 (人 .337 式 ， 
T 了 一 由 到 一 于 9 一 时 一 站 et ) 
采用 先 算 旬 ,中 ,,… , 员 p， 再 算 下 ,市 。…,be.63 的 方法 。 
(1) 先 算 多 ;人 $2,…; 旬 bp。 由 (3.11) 式 ， 


$, ba ba 罗 捕 击 提 Pq_pri -1 Brn 
| -| bo 二 二 汉 计 Bg_prs | | Bas | (5.8) 
$y Bqr pi Bpro-s 机 ba Byrp : 
用 上 式 计算 外 ,中 ,人 ， 仅 用 到 Bq_pr19"… ;Pq，… ,Pqrp-! 的 
值 。 需 要 注意 fn 一 Bn(%>0)。 
(2) 再 算 昌 ,6,,… ,bg,63。 
令 Wi=W— pW ~ pM. pep (6.9) 
(9.7) 式 变 成 
Wi=a—0ar1— OG-s—"**— Boar-g (5.10) 
这 是 关于 不; 的 MA(Cg) 模 型 。 由 前 所 述 , 可 用 WY4 的 样本 二 方差 
了 数 估计 向 ,9,,… ,8q,03 的 值 。 为 此 , 先 推 导 玉 二 的 自 协 方差 国 
数 和 证 ;的 自 坊 方差 函 数 的 关系 。 记 Wf 的 自 协 方 差 函 数 为 YK。 
y= EWN) 


盏 _ 于 
一 EB| (ws 一 谤 碳 开 -7 《了 pt 一 这 PIN er -2) |=Ys 


+ * 访 prbjy Lj er— gr 一 衬 bryys (5.11) 

. T=1#=1 =1 4=1 
需要 指出 ， 由 于 YW 与 4 无关 、。 又 显然 有 加 V1 一 0， 所 以 请 t 是 
平稳 序列 。 四 

由 (5.9) 式 ，W 4 的 样本 值 算 式 为 (BLE) 

WW $B WB Wm — 人 Bp:_p (5.12) 
下 样本 传 WW Hw 可 得 祥 本 值 芳和 人 四 3 这 ' 讲 。 
可 算得 矿 { 的 样本 自 协 方 差 函 数 $Y。 但 是 ， 这 样 社 算 很 复杂 而 


* 153 = 
































为 方便 起 见 ， 利 用 (5,11) 式 得 
一 之 > 中 jj 一 BD hp 
(5.13) 
将 38 ,3893 代入 (5.5 式 ， 解 非 线 性 方 种 组 可 得 名 ,名 ， 
0 5 需要 指出 ， 在 上 式 中 一 了 和 -了 + 让 可 能 出 现 负 
值 ， 根 据 协 注 差 函数 性 帮 ， 所 以 应 加 绝对 值 。 

倒 1 在 84 例 3 中 其 河流 年 最 大 径流 量 2: 作出 的 全; 识 
别 为 AR(2) 模型 ， 现 在 筑 参 数 估计 值 多 ,, $, 。 我 们 把 计算 要 用 
的 数据 挑 出 来 5. 一 -0.23， 间 一 0.29， 怠 一 8669。 利 用 (5.4) 式 
中 立 久 (32) 参数 售 计 公 A 得 | 

一 0 .29) _ 





= 一 一 0.172 
+ 0.29_(-0.23)*。  ，。 
和 3 


得 到 关于 到 ;的 线性 模型 
Wt 0. 172W +- :一 入 2631F 2 
将 他 :一 2 一 8669 代入 上 式 ， 得 到 关于 了 的 线性 寞 型 为 
(Ze B669) + 0,172(24. 1 -8669) 一 一 0. 253(Z4-s 8869) ~ = 0 
化 简 得 | 
F79660.1722, .+ 0.253Z4_1t a . 

例 2 在 $4 例 5 中 心 环 时 间 间 也 玉 ;初步 识别 为 ARMA 
《1,1) 痪 挤 ， 阶 数 5=1，g% 一 1。 现 在 算 参 数 估计 值 办 ,,6 。 我 们 
把 计算 要 月 的 数据 挑 出 来 去 一 76.9， 让 ,一 0.567， 月 :一 0.474。 


(CD 代入 (5.3) 式 算 久 名 BtxB = 0.84 


底 . 生 
02) 售 了 了 0.84TP 


利用 (5 尘 3} 式 算 J » 7 了 
wm 04 曙 








二 一 太一 归隐 一 C1 十 遂 ?) 一 2 
: 一 人 四 一 iO. 一 ‘2x0.84x0.567 


2 


pe BD | 
= [t+ ~ Bi $6,] | . 
= T0884) x 0.087—0.84C1 70.474)] = —0.2717s 
(3) 对 于 氏 f 的 MA(3 寞 型 ， 可 用 (5.6) 式 算 页 。 册 
7 





= 0.36 


YE 0.7533 . 


得 
六 一 
由 外 一 0.84, 让 Le 人 2 得 到 关于 了 ， 的 线性 模型 
Ws—0. 34 Wt. 1=0s—0, 426， 1 


把 厂 ; 一 2 一 76.9 代入 上 式 可 得 关于 Zs 的 线性 模型 
Ze 76, 日 一 9. dt- ,一 ?6、 9 一 4 一 4. 426+ .+ 








即 - 
2 -0 842z- 一 12， sz 0， aa 1 . 

至 此 ， 所 南 记 讲 的 多 定时 间 库 列 线 性 模 型 的 水 可 归 

如 下 : 
{1) 对 一 个 时 辣 序 末次 | 一 个 样本 Zz,, 7， 
一 般 取 %>50; . 


(2) 数据 预先 处 理 : 作 变 换 ， Wg 4 (xs 4 2 去 


bab 小 得 名 个 数据 W ss i 
(3) 计算 样本 自 协 方 淮 函 数 他 :; 样本 自 相关 函数 Bi, 摘 相 关 


也 数 钊 js 的 数值 ，=0,1,… ,一 般 取 玉 之 生 ， 营 用 瑟 = 站 


。 55。 


(4) 模型 识别 ;把 加 ,sx 数值 分 别 作 出 点 图 ， 按 “ 截 尾 "、 
.“ 抠 尾 ” 博 况 ， 毒 针 3 表 4-1 确定 模型 的 类 别 与 阶 数 p.9; 

《5) 参数 佑 计 ; 利用 5 中 所 列 公式 计算 参数 估计 值 人 人 
0,0,,. “ ,有 以 中间 #。 

前 三 步 是 作 准 备 工 作 ， 后 两 步 是 确定 模型 的 实质 性 步骤 。 最 
后 获得 关于 丈 * 的 线性 模型 

让; 一 $i W's. — PWs 一 一 一 Pop 

一 好 一 站 ar- 一 六 at 一 一 ax- 

至 令 ， 我 们 只 是 初步 地 介绍 了 确定 平稳 时 间 序 列 不 * 线性 模 
型 的 方法 和 和 步骤。 至 于 得 到 的 线性 模型 是 否 合适 ， 还 要 进一步 作 
检查 ， 这 就 是 所 谓 模型 考核 。 和 如果 模 型 考核 通过 、 就 认为 确定 的 
线性 模型 是 从 适 的 ; “ 知 则 ， 认 为 确定 的 线性 模型 不 合适 ， 需 要 重 
新 做 模型 识别 和 参数 估计 ， 首 到 所 得 线性 模型 通过 党 核 为 止 。 特 
别 是 识别 为 混合 模型 ， 阶 数 力 和 g 的 选取 纯 属 主观 。 通 常 ， 先 取 
Pp 二 1 和 g 一 1， 作 参数 合计 后 得 线性 模型 。 作 模型 考核 后 ， 如 
加 通过 ， 则 认为 所 得 线性 模型 合适 ， 和 否则 ， 取 Pp 一 2 和 gg 一 1， 
四 作 和 参数 估计 。 所 得 线 福 模型 或 者 通过 考核 ， 或 者 再 取 p 二 1 和 
g 一 2 重新 作 参数 估计 依次 类 推 。 取 Dp 和 g 的 阶 数 从 低 到 高 ， 直 
到 所 得 混合 模型 通过 考核 为 止 。 关 于 模型 考核 的 方法 ， 谍 者 可 参 
看 时 间 序 列 分 析 的 专著 [10] 第 175 页 或 [9 ] 第 138 页 。 

前 面 从 理论 上 讨论 了 平稳 序列 WW; 的 线性 模 狸 ， 但 平稳 序列 
2 的 线性 模型 的 一 般 形式 是 怎样 的 呢 ? 对 此 ， 只 要 把 分 的 其 
-分 廊 程 变 成 关于 .4 的 差分 方程 即 可 。 一 般 情 形 … 

Wi—p We ho We p= Om o's 
其 中 全 :二 4 一 上 。 代 换 得 - : : - 

{Zi}— P(E 1 -A “gr Z+- np—) 


一 pigt-i 一 … 一 bact- 到 




















太一 由 一 全 一 下 pp 一 到 人 一 丰 一 和 一 … 一 中 
十 三 一 中 Gt_ 一 人 g - 
念 婴 一 AL 一 和 一 由 一 … 一 由 p)， 上 上 式 可 写成 
Zt— p21— po a ot Ge bgs- 1 一 — Pome 全 
-. 《5 .147 
这 是 关于 了 的 线 往 模型 SW 的 线性 模型 相 比 ， 右边 多 了 一 
个 常数 项 6, 。 特 殊 地 ， 对 MA( 人 模型 有 一 
在 实际 地 由 一 个 样本 确定 2 的 模型 时 ， 一 般 是 先 把 参数 的 
估计 入 代入 关于 殉 , 的 线性 方程 ,得 到 关于 信 z 的 线性 模型 , 然后 
四 利用 玮 :=Z4 一 卢 昔 得 关于 Zi 的 线性 模型 。 以 混合 模型 为 例 ， 


Wi— BW BH. — PpWe. 卫 
he tl — Bae. g 
代谢 得 * 
(B41 2B)— 人 $B Zi 2) -BZ 2) 
— PplZip— 2)=0 Bar — boar 
化 简 得 
B+— BL Bsr 
=F(1— $$ op) 二 对 一 让 ar 一 





一 互 (1 一 矶 一 站 一 … 一 多 p)。 最 后 得 到 

Be— BZ 一 下 0 
= +o —O0.1—— bogs.g {5.15). 

$6 平稳 时 间 序列 的 预报 ” 霜 推 预报 法 


土 芹 介绍 了 平稳 时 间 序 列 建立 模型 的 方法 。 利 用 此 法 可 以 得 
到 它 的 线性 模型 为 
Be— pL ppt p= 0a. dot_q 
这 里 我 们 假定 参数 Pip ” ?人 pr ” "Ga, 0 或 上 )， 903 都 
1B7 « 


是 已 知 的 。 实 除 上 、 这 些 参 数 是 用 相应 估计 值 近似 地 确定 的 。 下 
面 介 绍 利用 已 建立 的 线性 模型 对 平稳 时 间 序 列 作 预 报 。 

一 、 件 么 叫 预报 ? 

所 谓 预 报 是 指 已 经 知道 一 个 时 间 序 列 玉 在 与 过 去 的 数 秆 ， 对 
将 来 的 数 信和 进行 估计 。 用 记号 天 和 示 ， 时 间 序 列 

中 fl1,121, 
已 经 观测 到 Z 1 -ZE 的 数 信 ， 要 和 估计 也 4i 的 数值 ， 称 为 
在 天 时 剂 作 二 步 防 报 。 Zn 的 售 计 值 所 为 Bet 或 077， 条 为 
步 预报 值 。 在 记号 - 记 ( 中 ,再 圳 示 现 在 时 刘 ， 革 表示 从 现在 
十 算 将 来 的 囊 了 不 二 划 ， 辣 全 二 区 利用 150 和 于 二 年 的 年 了 人 
最， 预报 今年 、 明 年 、 居 年 年 降水 最 等 。 

怎样 计算 估计 值 名 5:z 认为 是 最 好 的 呢 ? 这 平 采用 最 小 方 束 
线 导 估计 的 原则 。 用 Z1，2,…， 和; 对 ass 作 信 计 ， 到 

(= 十 3 2 


其 有 由 06,015…slE 证 常数， 选择 ,61,* es 合 Zvi 对 Zipsz 的 
平均 平 译 识 莽 入 庆 严 小 ， 闪 取 
s= EB(Zir— Bk) = Bl ZE “一 2 =min 
后 面谈 齐 的 预报 方法 ， 建 立 在 下 述 引 建 的 基础 上 。 
基本 3 引 理 公 己 经 观测 到 于 稿 时 间 却 到 AI ax 的 数 
信 ， 删 | 
(1) 将 来 第 记 十 [个 时 刻 的 自曝 霹 估计 值 只 二 9 (6.1) 
(2) 现 作 或 过 亚 第 了 个 时 剑 平 鸡 序 烈 佑 计 值 ， 
一 (lj FE) (6.2) 
些 缚 论 育 疯 . 扩 是 绞 时 蝇 的 。 事 洋 -F 由 2 厅 术 命 匡 ,Tj, 证 ，,， 
个 与 和 基因 和 性 让 每 -一 个 
部 与 j kat 小 烛 六， | 人 后 : 人 估计 on 的 位 为 在 5 


人 二 .， 


证 明 ”用 最 小 方差 线性 估计 证 。 
Q) 到 i341 二 0 六 1 苞 时 
FE “ 晶 
He lt) 百 We 之 cj 
3u2 
as. 1 + EL cq 十 Sz) 


二 08 十 轰 {es 人 )y 0 





当 6j 一 0(0&jSA) 时 ， 有 s=03=min,， 所 以 Ga w=0。 
. 天 ， ， 
(2) 取 2 一 or 之 tmZm, TSjS5， 此 时 


8= BB(Zji— 1) =B! ‘223-0 之 cmZ 站 Be i i 





当 5 一 De 一 ] ,cn 二 0(W% 半 j= 时 ， 有 #0， 即 8 
于 到 最 小 ， 所 以 多 j 二 jy。 证 毕 。 
平稳 序列 的 项 报 方法 有 两 种 ，-- 种 为 递 推 预报 法 ， 另 一 种 是 
直接 预报 法 。 下 面 分 三 种 模型 介绍 递 推 预 报 法 。， 
二 、 自 回归 模 洲 预报 
一 个 平稳 时 间 序 列 具 有 自 司 时 卉 型 ( 网 更 G5.10 过 3 
Bt PL pep +aet 














. Zi 十 和 2 二 -二 pa- p 十 qt 一 C6. 3) 
已 经 观测 到 21,Z:，…， Zx (kz>> 纺 的 数值 ,怎样 求 驰 报 竺 2#w4( 世 
2x(1) ) 电 ?+ 
在 上 式 中 取 卫 1 得 到 、 1 、 
全 十 由 | 人 2 1 :pb PH gr 
三 等 忒 沿边 取 居 计 信 
pA 于 和 t+ 2 了 十 全 
由 基 志 引 丈 ， 


a lw» 


人 == 人 二 由 
. {6.4) 
在 些 式 中 分 列 取 【一 1,2…， 可 分 别 得 到 一 步 ， 二 纱 ，…… 预报 
值 。 即 
到 l=1, B01) = B= 二 Rp 
取 [=2,24(2) 2prs=B Br +8 十 十 四 ppZ kp:2 
取 [=3,25(3) =2p4s = + br thp 人 Erp 
(6.5) 
需要 指出 ， 在 算 二 步 预报 值 时 要 用 到 一 步 预 报 值 ， 在 算 三 步 预报 
值 时 要 用 到 一 步 、 二 步 预报 值 ， 等 等 。(6.4) 式 与 (6.5) 式 部 称 为 
预报 公式 。 当 i 夺 p 时 ， 
Bi) = tt + Bhs i “十 起 pH 
当 ip 时， 
(DD) = 一 六 oT hire ,十 由 pp- 所 
这 是 (6， 5) 式 的 通 式 。 
例 1 $4 例 1 中 年 最 大 径流 量 的 模型 方程 
2 一 7966 一 0.1722， ,二 及 253Z， ,十 由 
预报 公式 为 四 
祖 ， 一 7966 一 0.1722 十 0.253 疙 5， 
利用 ZZ rap 二 93300， Zs) =10000, 得 到 
Dep =7966~— 0, 1722790m) + 0. 253Z708 
一 7966 一 0. 172x9300+0,253 x I0000= 8896 


叉 
必 一 7966 一 0.173 旋 ss) 十 0.253 忆 rc 


一 7966--0,172Xx8896 二 0,253X9300 一 8789 


及 
Bact) =7966— 0.17227s0p) +0.253D7g 


=7?966—0.172x 8789+0.253 x 8896=8705 


>” 160。 





于 是 得 到 了 ?4.75.76 年 年 最 大 径流 量 的 预报 值 。 
在 实际 问题 中 ， 遇 到 较 多 的 是 作 一 步 预报 。 由 《〈6.5) 式 ， 一 
步 预 报信 计算 公式 是 
Bl) tT pt th .6) 
由 (6.3) 式 ， 第 下 十 1 时 刻 真实 数值 
Zr 二 B+ By 6,7) 
真实 数值 Zx4i 与 一 步 预报 值 参 (让 之 其. i 
CD= ZE — Zr(l) (6.8) 
称 为 一 步 预 报 误 差 。 它 刻 划 了 作 一 步 预 报时 产生 的 误 盖 。 
把 (6.6)、《6.7) 式 代入 (6.8) 式 得 
全 (ID 一 zhi {6.9) 
此 式 说 明 让 时 刻 的 一 步 独 报 误差 等 二 第 .十 I 时 刻 的 白色 噪声 的 
数值。 
易 得 到 (1) 一 Byi1 一 0， 又 Dol)= B64(D) = et, 
os ， 所 以 03 刻 刘 了 一 步 预 报 的 精度 。 
现在 介绍 计算 一 步 预 报 误差 范围 的 方法 。 对 正 态 平稳 时 间 序 
列 { 史 和 兰 一 0 十 1 二 2， 可 以 证 明 线 性 檬 型 人 5.14) 中 出 现 的 
fei ii 一 0, 士 1, 土 2, 小 必定 是 正 态 自 噪声。 假定 1Z 寺 是 正 态 平稳 
序列 。 此 时 ， 一 步 预报 误差 ti) 服从 正 态 分 布 Cnai)， 所 以 
PiléxcI)l<2oow0.95. 7 
而 其 中 ze 可 用 w 83 近似 代 畦 。 由 《5.2) 式 ， 有 


一 总 一 加 5 (6.10) | 
因而 ， 一 步 预报 误差 绝对 值 不 超过 2 63 的 概率 约 为 985 多， 即 


置信 概 某 为 4.95 的 一 步 预报 绝对 误差 的 范 转 为 2 683 82 6 用 它 可 以 
判断 一 内 预 报效 果 的 好 扩 。 

例 1 在 $4 例 1 中 年 最 大 径流 量 ， 经 计算 得 = ,72 
全 :一 4.253， 及 一 -0.23， b=—0, 29， 字 ,一 5020385。 由 《8.10) 式 ， 











1561 。 


oi= 1 一 记 ;= (1 一 B63) 


5020385(1—0， 172 x0. 23 一 0.253x.0.29》 
4453433 


因而 ， 2 02 一 4221 ， 一 步 基 报 误差 范围 4221 ， 预报 效 晤 不 
好 。 
三 、 清 动 平均 模型 的 预报 
滑动 平均 模型 是 { 殉 (6.14) 式 》: 
Zi— p= OR sm orr_e (6,11) 
Zz a dm doar_g (6.12) 
已 经 测量 镜 Ze 这 9 的 数值， 管 标 求 了 步 预 报 
读 庆 4 (或 和 4(1) ) 昵 ? : 
号 自 同 妇 模 型 求 完 报 值 方法 一 样 ,在 (6.1 和 台式 中 , 令 f== 上 十， 


得 到 有 然后 在 
等 式 两 边 取 估 计 值 . ”| : 
Et 1 fpr- 2 一 一 g (8,13) 


利用 上 节 基 本 引 理 得 . : 
BDEBi On Oh i 6.14) 
分 划 取 # 0 现 科 二， 二 步 、… 预 报 值 。 

C1) 取 {=1,， 步 预报 伪 表 示 式 - | 

加 (一 二 世 一 8 fe :pi fodrgr 《6.15) 
在 一 步 于 报信 表 东 式 ， 人 的 寅 e p17 q+419 蕊 们 怎样 破 
据 Z 220 避 放 启 的 注定 计 符 这 和 9 个 白色 了 让 的 对 计 俯 ? 可 以 困 
用 下 面 方法 。 把 人 :14) 式 履 生 为 





一 haest oer ett loos 8.16] 
柄 边 职 估计 信 " .  ，- 站 
- 在 :一 疙 一 也 证 dt Py le 4 otra 6.17) 


"12 





取 i=l, 2 
令 四 = 人 一 0 得 站 一 人 一 ui 

取 上 一 323， 评 一 和 :一 几 十 页 人 
取 二 3， ds 二 2 一 1 二 0 


取 二 = 四 Gt= ZE Oit Dats tt otro 
总 之 ， 惠 用 [6.17) 式 逐步 递 推 可 得 瑞 ,22，…8x 的 数 们 
2] 在 (6.140) 式 中 到 1 一 2， 得 二 秒 预 报 值 的 表示 式 
Bel2) B= ii he— Ookgre 


-利用 基本 引 理 如 :一 小 得 


PA A (6.18) 
同 理 ， 三 步 预报 佳 为 


铬 (3 一 = olsrs (6.19) 
等 等。 加 
《3) 当 预 报 步 数 1 时，(6.14) 式 最 后 一 项 中 rng 的 足 
标 上 + 7 一 g>5， 由 基本 引 理 ,hs1.9 一 0。 同 理 , 前 酷 gq 一 1 项 由 ， 
站 二 0 因而 得 到 
ECE ERE " 《6.20》 

此 式 表 明 具 有 滑动 平均 模型 的 平稳 时 间 序 询 ， 当 预 撤 步 数 大 于 4 
时 预报 值 都 等 于 平均 数 愉 。 综 合 (6.18、(6.18)，(6.19]、(6.20) 
式 可 得 滑动 平均 模 净 各 步 预报 公式 ; 

当 1 ly 时 ， 

Br Oem dg 1) 

当 Lg， ZCD=p. 
其 中 站， 6,，…, Br 可 用 (1) 中 介绍 的 方法 计算 。 公 式 (6.1 和 与 
(6.21) 者 称 为 滑动 平均 模型 的 预报 公式 。 应 当 指 出 ， 用 (6.14) 或 
(8.21) 式 作 纺 报时 ， 让 6)…,&E 用 信 ) 中 方法 算出 ,所 以 要求 记 
的 数值 大 一些。 
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例 3 广东 省 梧 话 水文 站 ， 根 据 1920 年 到 1973 年 各 年 最 大 
径 济 最 54 个 数据 ， 确 定 的 一 阶 篆 动 平均 模型 为 
Zim=31563+ Gr -0, 0lgs. + 0.2040s.s (6.22) 
现在 村 预报 74、75、?6 年 年 最 大 径流 量 ， 
由 土 式 4 二 31563， 人 一 0.01， 信 = 一 0.204， 代 入 预报 公式 
(6,14) 得 





Ds=31563— 0.016rr 1+ 0.2046..7.2 
74 年 年 最 大 径流 车 预报 值 
DSi)—31563—0,0167 0 + 0.204672tp) 
根据 1920 年 到 1973 年 54 个 数据 可 以 计算 得 型 Grace) 一 一 18180， 
ap 一 一 3277， 代 入 上 式 得 
Di =31563—0,.01x{(—3277)+0, 204x (一 18189) =—27887 
75 第 年 最 大 和 容 流 晤 预报 值 
Di CO— 31563—0.01670 + 0.20467s 0 
一 31863 十 0.204X( 一 3277)》=-30895 
其 中 6 一 0。 
76 年 年 最 大 径 流量 锯 报信 
Da; = 31563—0. Ob + 0. 2046f7se) = 31563 
其 中 Ge 一 0。 
事实 上 76 年 多 后 年 最 大 径流 量 预 报 值 都 是 31563。 
在 实际 阅 题 中 有 时 需 作 一 步 预报 。 一 步 预 报 公式 由 (6,213 式 
给 出 。 
四 、 混 合 模 型 的 预报 
泥 合 伐 型 的 预报 方法 是 自 同月 模型 与 滑动 平均 模型 丙种 预报 








方法 的 结合 。 
混 侣 模型 方程 是 人 见 司 4 式 
一 由 QH 一 由 到 一 一 中 
= to — Om 一 下 td (6.23) 


= ]64s 





已 经 测量 到 2 ,性 2 (人 六 的 的 数值 ， 地步 预报 值 怎 
详 算 呢 ? 把 (86.23) 式 改写 为 | 
Zt= tb Let ht tp pt — Ha 
一 Digt-s 一 … 一 gai-9 《6 . 24》 
令 f= 二 1， 两 边 取 估 计 值 得 淹 预 披 公 式 
AA 


— O01 di dodrrig (6.25) 





一 步 预 报 值 
CD EA A AA 
— Or— dr: i Dod-gr! 
二 步 预 报信 | 
DEC2)= Dkr = ti ‘pL pr 《6.261 
— 8,6x— OR 一 一 Oar 
三 步 预 报 值 


3) 二 24s 二 的 二 是! 名 E42 十 中 全 Ei 十 本 24 十 …… 十 
+ Bp prs— dr — "~ fadp.grs 
必须 指出 ， 计 算 二 步 预 报 值 时 页 用 到 一 步 预 报 值 ， 计 算 三 步 孤 投 
值 时 要 用 到 一 步 、 二 步 预 报 值 ， 等 等 。 
(6,26) 式 的 通 式 : 当 1 时 
Sih) = tt 
当 1>g 时 
名 (有 一 刺 十 由 细 -十 … 十 由 p 儿 5 
(6.26) 式 中 出 再 的 向 色 品 声 的 8 个 估计 秆 站 :，&y 1 …'， 
.q+1 可 以 用 类 似 于 渭 动 平均 复 型 中 的 算法 计算 。 角 述 如 下 ; 
把 (86,33) 式 改写 为 
Ri Leh Op 
+ Oatt Oot s+ rt Ooarg 
-185 





两 边 取 估计 信 
i= — 0 heb pe ~ bps hosp 








二 yp 十 Bis 二 Dg {6.27) 
取 = 名 1 一 Pp 儿 0， 其 中 2 二 


> 1 在 .上 式 中 取 $=1,2,*…, 站 耸 别 得 到 


由 
全) 二 一 乓 十 1 一 《中 十 办 十 … 十 中 p)2Z 
= 一 看 十 2 一直 121 十 和 让 一 (由 十 … 十 四 p22 
E 一 一 名 十 部 :一 由 人 一 由 和 村 和 人 十 更 全 
一 《由 十 … 十 中 p) 这 {6.28) 
k= EP ER Dr 
十 本 1 十 
圭 曾 计算 6:，… sy 的 递 推 方 法 疲 求 包 的 数值 比较 六 。 
例 4 混合 模型 
t+0.37Z 1 一 26.7 十 @t 一 0.25t_i C6.29) 
已 经 测量 到 多, 到 2 10 共 100 个 数据 ， 求 预报 草 Zioott), 1=1, 
2,3, 
先 根 据 100 个 数据 和 公式 (6.28) 算 由 .ho 一 1.3 (因为 9 二 1， 
中 区 算 一 个 白色 曝 声 估计 值 》， 又 Z 1m 二 25.1。 
由 模型 方程 46.29) 得 到 
Zpri=26.7—0.3Zrr 二 GE 一 0.205+7 1 
两 边 取 估计 值得 
Dress =—26.7—0,38.2.1 0.26es7- 
取 一 1,2,3 分 别 得 | 
Bll)= B=26.7—0,32100—0.260 
-28.7 0,3x25,.1—0.2x1.3=18.9,. 
2) = 0 — 20.7—0.320 .36 
=26.7—0.3x18.9=21.0, 





> 
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0(3) 一 让,04 二 26,7 一 0,3 人 2 一 0.26102 
一 26.7 一 和.3X21 一 20.4 
于 是 我 们 计算 出 了 一 步 ， 二 步 、 三 步 预报 值 。 


8$7 直接 预报 法 


本 节 要 导出 计算 预报 值 和 预报 误差 的 几 个 公式 。 
设 平稳 序列 {Zt;t 一 0, 士 1, 土 2,…} 具 有 和 ARMA 模型 
| CBIZ=0+8(B)ar (7.1) 
已 向 21( 一 号 jh 而 的 值 ， 对 Zpyr(1 社 1) 作 合计 , 称 
{Zi} 在 下 时 刻 作 1 步 预报 . 居 计 和 值 记 为 人 4.1: 或 Zi( 门 , 菊 为 1 步 
预报 值 。 与 上 节 了 预报 含义 不 亲 ， 这 里 已 知 Z 式 一 *<j< 肝 的 值 ， 
而 上 节 已 知 27(1 才 j 必 有) 的 值 。 
为 方便 起 见 ， 把 时 间 序 列 {Z 由 的 预报 加 化 为 时 间 序 列 {WW2} 
的 预报 。 事 袜 上 ， 令 到 1 二 2 一 ，WWs 的 和 ARMA 可 列 为 
TBMW=OtB)ar ‘(7.2) 
对 此 模型 ， 已 知 到 j( 一 oo 之 j&) 的 值 ， 对 了 W417 作 估 计 〔 或 预 
祖 )， 箔 计 值 《或 陡 报 值 记 为 序 pywi( 或 训 i(1)) 。 利用 攻 5(7) 
= 一族:( 人 十 ， 可 得 124:} 的 预报 值 24(7)。 
下 面 由 (7.2) 式 出 发 讨论 { 征 让 序列 的 预报 。 类 似 于 56;, 采 用 
最 小 方差 线性 估计 原则 进行 预报 。 即 有 是， 用 研 jy( 一 < 之 j 护 和) 对 
Wr(2 之 1) 作 估计 ， 取 
Wi(D)=WWsn= 之 oi rs 
其 中 ej 是 常数 ， 且 满 足 记 全 <oo， 选择 ej(j 尝 1) 合 
e= BW — Wir) 
达到 最 小 。 相 应 地 有 如 下 基本 引 理 。 
甘 本 引 理 已 知 平稳 序列 {到 } 中 jg-4y 玉 .s，'” 的 值 ， 
"1B7» 





则 
《1 序 ;= 全 } Cj) (7.3) 
(2) dxn= 0 C1) [7.4) 
利用 基本 引 理 可 以 证 明 下 面 一 些 公式 ; 
(1) 当 YD>g 时 ， 
序 *( 人 一 一 4 一) 二 各 访 2(I 一 轨 填 - “+p CI— op) 
. (7.5) 
此 式 的 作用 : 当 p 守 1 时， 于 5 由 人 WCGgt+1— pp) …, 
市 (9 一 1)， 记 (gq) 可 得 带 .Cg+1) ，, 进 而 可 得 化 kg 十 2)， 
六 (+ 3),… 等 等 。 因 此 ,知道 4 步 预 报 前 ?个 预报 值 可 得 +2 
步 以 后 的 所 有 预报 什 ，。 
证 明 在 (7.2) 式 中 取 t=p+1， 然后 两 边 取 佑 计 得 
Wop op 
i 
当 1>g 肝 ， 右 边 等 于 堆 。(7.5) 式 得 证 。 
下 面 解 差分 方程 (7.5)， 以 进一步 获得 你 xi 的 表达 式 。 注 
意 ， 天 应 看 成 固定 数 。(7.5) 趟 写成 
BBIWECD =WD — biWrCI— Do! p) 
=0, i>q . 
用 和 3 中 差分 方程 解法 得 、 
BD = ANIT A phl, I>g—o (7.6) 
其 中 ATl Xi ,4% 是 代数 方程 名 (B) =0 在 单位 辑 1B}=1 外 
Pp 个 不 相同 的 根 。 利 用 璇 9) ,Wx(g 一 1) ,> 序 (q 一 Pp 二 1) 的 
值 ， 可 以 确定 系数 41, 4,,…,4p。 事 实 上 ， 只 要 在 (7.6) 式 中 取 
1 一 4 一 2 士 12 一 1:2， 得 
从 区 站 二 4 和 十 4 十- 十 pn T=g— p+1,…,9—1,g 
(7.7) 








解 距 方 程 组 可 得 看 1, 4;，…,，4p。 于 是 
.168 ， 


CDS= A A + Aphd, lg (7.8) 
这 就 是 LE>G@) 步 预报 公式 。 需 要 注意 这 里 要 求 之 1。 而 代数 广 
程 (CB)=0 在 单位 贺 |B|=1 外 有 重 根 的 情形 ， 这 里 不 进行 讨 
论 。 
(2) WD DT Weis 11 (7.9) 
2 


其 中 





了 中? 一 了 7 J21 . 
上 一 
了 = 了 SITnIY-™, jl, 12>2 人 


市 了 i(j 祈 1) 是 线性 模型 的 逆光 数 。 《7.9) 式 表明 了 步 预 溉 值 可 用 
公式 计算 ， 但 系数 可 用 道 函 数 递 推 确定 。 
证 明 在 递 转 公式 
a =Ws— SLiW-s 
中 ， 取 i 一 # 二 1， 然后 沿边 取 估 计 值得 
Gr =Win™ ETI 


站 二 全 ae 
—WWi ~ 产 ; 了 7 作 5 一 iW 

















利用 基本 引 畦 得 
WD= 5 TW + 之 7 了 (7.11) 
六 1 = 








在 上 式 中 取 = 二 1 
WD) = LW 
与 (7. 外 工作 比较 得 

. . Ti1(1D) =Is 

当 jz2 村 ， 把 7. 引 代入 (7.11) 式 ， 
9 了 69 ， 


总 了 一 之 了 I Weint 他 了 8- 
= Pe 
NI 
= 之 4 过 {ii nD)\ YW ~ Sp 1 说 +1 


人 2 TR + Tm Je 凡 
比较 Wk 的 系数 ， 
I Tt TIn1Y-", j>1 

这 就 是 (7.10) 式 。 
(3) 4 步 预 报 误差 
2D = Wr- Wa D= Ears, HPl (7.12) 
其 中 Gy(j2>0) 是 格林 构 数 。 斑 式 表明 1 步 预 报 误差 可 表示 成 
Ct 的 直 权 和 得， 而 权 为 格林 隔 数 。 
证 明 在 传递 形式 扩 ,== 总 Gset- 中， 取 i=h+1， 然 后 
两 边 取 估 计 得 
Ww 一 Gj6ru:= 加 Gir.s+ 总 Gb 
利用 基本 引 理 ， 并 注意 到 当 i<< 时 ， Gt 二 gs《 用 道 转 公式 可 以 
证 明 ) ， 有 


Wai)= Got- (7.13) 
所 以 
Bl) = WD) 
一 > {fF je i Ga jf 二 之 3 jerirt-i。 证 毕 。 


2= 
特殊 情形 ， 当 E21 时 ， a.01) ous, 即 一 步骤 报 误 基 等 于 为 二 下 
时 刻 的 和 白 电 疝 。 这 个 缚 论证 本 节 的 预 很 含义 下 对 一 般 的 六 RM 
模型 成 立 这 和 
?0 。 


下 面 用 台 .123? 式 对 预报 误 善 范围 作 计 算 。 和 假定 {Ws} 是 正 态 
平稳 序列 ， 尼 时 徊 地 是 正 态 自 噪 声 。 由 (7 .12) 式 ，BEx( 和 站 服从 正 
态 分 布 。 和 而 

BHéx(l)=0,; po) BD 
, j= 


此 式 表明 了 预报 精度 与 oa 有 关 ， 上 旦 了 武大 预报 精度 越 低 。 利 用 正 
态 分 布 性 质 ， 


P41ak( D1<2N GY oe} m95% 


es > /RE 
内 而 在 置信 概率 0.95 下 了 步 预 报 绝对 误 莽 的 范围 是 2 襄 3 
64, 至 于 向 的 求法 在 8 5 中 已 作 介绍 。 
而 对 供 阶 模型 导出 一 些 具 体 的 预报 公式 。 
例 1 AR(1) 檬 型 
(1— $b B)W:~=os .. 
此 时 p 一 1， 8 一 0、 所 用 (7.8) 式 算 预 报信。 解 方 程 1 一 由 也 一 0， 
其 根 为 且 一 -地 一 ,一 1< 四 <1, 所 以 为 二 办。 因而 交 A()== A481， 
1 一 1 取 了 0,W 一 和 Yk(0) 一 41, 故 41 二 Wh。 于 是 得 预报 公式 
WD = ll 
此 式 表 肯 作 步 预报 仅 用 到 耳 广 值 。 又 直 糙 本 冰 数 Gt » 
j 六 0， 所 以 平均 平方 预报 误差 
: te t 
BCD os -a3 时- 
全 2 AR(2) 模 型 2 
(L$.B~ a BO WE = 
此 时 9 =-2,g 一 0， 可 用 (7.8) 式 算 预 报 值 。 设 方程 1 一 $B 一 .PB 
一 .0 有 上 疝 个 不 相同 实 根 和 i 和 而 11<1，17| 必 1。 因 页 
Wi = A Ahi, 1>—2 
s E71i» 


取 了 一 0， 仙 kp 一 4 十 4 | | 
到 = 一 1,， Wy_ =ANl Ahzt | 
解 此 方程 组 得 

A We MW 








1—Ahit 1 一 二 有 
再 而 上 步 预 报 值 
Wi A Wy —A Mi 
Wi = 外 入 EL. Lh? 十 ft LA 
31 一 和 时 1 NA) 
一 Ws A i>0 





此 式 表 明了 预报 值 仪 与 好 z 和 及 p-: 有 关 。 

例 3 MA{1} 模 型 

Wi= (1—8 Ba:, 

此 时 2=0;9 一 1。 用 (7. 引 式 求 预报 值 是 不 合适 的 。 只 能 用 (7.9) 
式 ， 而 逆 函 数 1 了 j= 二 一 息 ,j 守 1。 

一 步 预报 ， 到 了 =1。 四 7.1) 式 ， 了 ?= 了 一 一 给 ,所 以 

WitD)= DI Wi=— SOW 

当 名 很 夫 时 

WD 六 
下 式 公 用 下 下 ” » Wg 的 秆 作 一 步 预 报 。 

作 1(4 这 2) 步 预报 ， 不 必 代 公式 (6.9)， 可 以 直接 作 。 有 

P= 一 Br- :0 

例 4 MA(2) 模 型 . 
We=(1 ~ B—0, Be, 
此 时 p= 二 ,9 二 2 ， 可 用 (7 .9) 式 求 预 报 值 。 先 求 遂 函 数 ， 设 方程 
1~8.8B—0,8B:= 9 的 不 相同 的 根 为 上 il ss 1 而 | < [4 <1。 
因而 





一 人 一 一 











1 1 . 1 
区 7) 一 一 一 一 一 一 
(2 (CB) 1—-0B-0B: (WB B} 
-1 Ki ad -一 和 :一 i! pi 
mm 1] dao 一 上 
所 以 


dl {tl 
Mi™ Ks 


一 步 预报 。 和 由 (7.10) 式 ，79) 一 了 ,7 党 1。 内 卫 
tl pd+i 


I,=1, 1j= 








Wl = TPE — 1 全 于 
a(1) 一 总 K+1- j= 这 pe Wr 
- 当 沁 很 大 时 ， 
二 十 二 十 下 
售 1 oy Sd Mi Ww 1 
*(1) 总 Ki™ Ks El 
二 步 预报 。 在 (7.10) 式 中 取 1=2, 有 | 
OE 2 de ed 2 ed 
四 Ha 一 ja pi 
1 
= 人 《六 ~ p+ ml pa — Mi) 
! 2 四 
因而 


市:(2) 一 六 Toss 
加 


ml 一 Ai) + mp Wi— PL 





a 


当 记 很 大 时 ， 
下 
所 
容易 获得 : 当 1>2 时 ,Wa( 耻 一 0。 
例 5 .ARMA(I,1) 模 型 
BW,={1—0,B)at 
其 中 一 1 由 <1, 一 1<9<1。 这 里 9 一 1，9 一 IT。 





1 ja ;~ 
一 [2Cp8 rs — pd) mm (pd Hi] WE 
之 . . ， 
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先 用 (7.9) 式 求 一 步 现 报 值 ,因为 TD 一 一 开放 一 四 )， 
jl1， 所 以 
rl )= 闷 TEM i= 一 SY O00, — BW (7.14) 
至 求 1(1>1) 步 预报 值 。 巾 (7.5) 式 ， 
We(D=$.Wi—1), 1>1 
弟 推 得 
WED $I) 
用 (7.14) 式 ， 
Wi DD) = BE ENO $B Wh (7.15) 


事实 上 上， 此 臣 对 i121 时 都 成 立 。 这 是 预报 公式 。 
当 忆 很 大 时 ， 


CS bt 0 $IWEr js Ll 
. =1 . . 
这 是 近似 预报 公式 。 


习 题 


1。 试 间 断 下 列 线性 模型 的 参数 是 否 在 平稳 城 或 可 省 焉 中 。 

C1) 下 一 0.7 开 一 rt; (2) We=artt+d.46gr_1; 

C3) Witl.2We=o (4) We—WiitO0.2Wis = 3 

(8) Wet+0.6W —0.5W:_s—ass: 

(6) We=art1.28r.1t+0, 3 - 23 

(7) We — Was {8) Was 20: tess 

(9) WrT0.37H =a 1.398_1s 

(10NW 一 0.6 -0.3 = T1601—0. Ta ro 

2 试 辣 起 R062) 模型 多 :一 器 下 一 由 让 一 o《 其 中 
1 由 产 20 的 参 烙 (由 ,由 ?是 否 一 定 不 在 平稳 城中 。 

ma 1 74 。 


3。 试 淹 断 下 列 线性 模型 的 参数 是 否 在 平稳 域 或 可 道 城中 。 
《14 WetO.2W a — 0.1 .0.012W TO.00368H 
. = : 
(2) Wet tar—a)HW t+r(r— 2 rH =q:， 其 
中 [rl， |s|<l1; : 
(3) 全 二 一 三 一 0 94 一 0.160t_> 十 0.086t 35 
Cd) 有 一 Gy 一 2 十 sc 二 (9 十 478 -HF #7 G+- ,araCr 8) 
atst+ ?agra 其 中 II<1，|4|<<1。 
4 试 演 下 列 线 性 模型 的 传递 形式 和 道 转 形式 ， 并 写 出 格林 
函数 和 赣 国 数 。 : 
{1Y Wr—0.7H ,,—or; (2) Wis=ar+0, 46ay 
(3) WO0,iH rr., -0.72H a—ar 
4) Wemer fl. 2 40.320e_2 
(5) 他 ;一 1.2P ,+0, 35W 4. 0 
(8) Wat O03 rm@:— 0. das . 
(7) Wi. 6 01 0. 63W =a 0. dos_1o 
5。 没 方 程 1-0.B-0 2 一 0 有 二 个 不 相同 的 根 wi! 和 i, 
而 且 | | 过, | Ha， 世 1。 趟 证 MAC2) 柑 型 Wi—as— fags — Our 





和 
“ 六 天 1 一 上 2 
并 写 出 道 画 数 。 
[提示 ; 利用 工 一 凡 互 一 0,Br = (1p Bp, 召 ) 把 
1 
-BOB 
化 成 部 分 分 式 ] 


6， 没 方 种 1 一 吊 吾 一 和 有 一 9 有 二 个 不 相同 的 让 7! 入 a1， 
和 而且 | 为 | 之 1 | 和 | 之 1 根据 题 5, 试 写 出 不 R02) 措 型 HW; 一 Wy. 
.175 。 





一 四 WW 二 qz 的 传递 形式 和 格林 函数 。 

7 设 方 程 1 一 $B 一 $B8*=0 有 重 根 7!， 而 1 <1。 试 证 
4ABR《2) 模型 We 一 和 W441 一 各 WW4-a=Gt 的 传递 形式 是 卫 t= 总 
(+1)XGe_j， 并 写 出 将 林 盖 数 。 

8. 设 方 程 1 一 上 如 一 pp.B*: 二 0 有 二 个 让 相同 的 根 和 Ai 各 Ms!s 
叉 一 1 之 抽 <1。 试 来 AARMAC2,1) 模 丽 W: 一 由 下 一 由 HP: 一 
一 上 ts- 的 传递 形式 和 逆转 形式 ， 并 写 出 格林 函数 和 道 函 数 。 

9. 试 求 下 列 线性 模型 的 传递 形式 ， 并 写 出 格 补 函数 。 

(1) Wd0.07W,_ +0.006W ,=0r: 

{2) Wet Car— sOWe sr Cr — 278)W,—?8 =%r; 其 
中 lr|<1，|s|<1l， 且 一 8。 | 

[ 提 尺 ， 用 部 分 分 式 把 分 式 表示 成 简单 分 式 之 和 ] 

10。 试问 AB(1) 模 型 要 ;一 1,.2WVs. 1 二 qs 的 传递 形式 是 否 存 
在 ? 为 什么 ? 

11. AR(2) 模 型 色 t 一 1.6 十 0,64J 4s-, 二 qz 这 里 葬 (BB》 
一 1 一 1.6 五 二 0.64 吾 : 有 重 根 。 试 按 下 列 步 蚤 证 明 px 是 拖 尾 的 。 

(1) ps 满足 差分 方程 pg 一 1.6px_ 0,64p4-: 一 0, > 仿 

(2) 令 pj 一 加 ，j> 一 2， 是 差分 方程 的 解 ， 定 出 入 ==0.% 

(8) 验证 pj 一 (0.8)i，j> 一 2， 是 差分 方程 的 解 ; 

(4) 差分 方程 的 解 为 pj 二 410.8i+ 4,30.87，j> ~2, 利用 
Po 二 1 和 pl 一 Pp.1 定常 数 4 和 4A: 
(56》 说 明 py 所 ee NI，j 之 1， 其 中 o>0， 开 >>0， 即 pr 是 拖 
昆 的 。 


. | 
12， 试 还 信 相 关 函数 gu 一 Pi ， 史 :一 -华人 


b= +pi+o ps ~ 2pPp: — pip 
| 1+2pip,— prs—2p4 














13。 平稳 时 间 序 列 {Zt 的 一 个 长 为 50 的 样本 数据 如 下 表 ， 
+ 176 = 





斌 求 下， 的 样本 自 相 关 函 熬 Px, 二 1,2,…,12 
6; pa 








1 —10 289 285 289 286 288 287 288 292 291 291 








11 一 20| 292 296 297 301 304 304 303 307 299 296 











21—30 293 301 293 301 295 284 286 288 287 284， 











31 一 40| 282 278 281 278 277 279 278 270 268 272 





41 — 50] 273 279 279 . _ 280 275 271 277 278 279 285 


14， 平稳 时 间 序 列 {WWy} 的 样本 自 相关 了 娩 数 如 下 : 
TI 2 4 5 6 7 8 9 1 





DE 一 0 34 一 个 .05 0.09 一 0,140080.04 —0.060.04 一 0.08 — 0.02 
试用 两 种 方法 计算 样本 偏 相关 冰 数 争 ,1， 2， 中,s 。 一 种 方法 是 
用 (4.7)、(4.8) 《4.9) 增 推 公 式 ， 另 一 种 是 用 题 12 中 公式 

、 五 售 形 为 { 有 不甘 的 平稳 序列 4 ,BB，0 ,号 ,加 ,每 一 个 序列 
到 个 区 为 300 的 样本 ,算得 样本 自 相关 函数 px 和 样本 偏 相关 函 
数 Bsr 列 在 下 面 表 中 Ck 二 16): 
祥 本 自 相关 函数 











b, | De Pe 








é, | 6 六 





0.34_0.08 0.09 |_0.100.08| 0.04 |-0.08 0.04 |_0.08 


4 
B|-0.59 0.10 0.04 -0.07|0.0z|- 0， 0 0.04 |—0.05 0.10 


O056 | 0.30 10.17 | 0.05 |0.07| 0.05 | 一 0， 02|—0.08|. 0.09 


一 一 -一 一 a 


0.80 | 0,59 | 0.42 | 0.32 0.25| 0.17 | 0.i0 0.05 | 0.03 


















































—0.23—0.13 








(总 上 表 ) 






































eB Br | Bs | Be | Bs | Be 和 | 2 
A|—0.020.08|—0.06 9-0 0-0r 0.04 | 0.05 11, .23| 0.001 
Bi 0.16 lo.170.10) 0) 00 1 0. 05 0.06| -0， 0 于 .35 0.002 
| 0.000.02 0.01 | 0. 02 0.00 | 0.05 | 0.09 | t 57| 0.001 
Di 0.08 |0.03 0.00 i—0. i 0.006 
Bi 一 0.03 0.01 | 


















































样本 人 篇 钥 甘蓝 数 
| :|_| | 
~ 分- | 1 2 3 14 51.617 ] 8 
名 蒜 Ap | | | 
名 允 24 | | | 
用 -0.34 0.19| 0.010.12 0.00| 0. 05| 0D.00 0.01 
B 9 ,20 -0.10|-0.10-0.03| -0.08 
0, 10:-0,03-0.07| -0,02 
.80 0 .00 0.08-0,030.,06-0.02 0,02 
了 -0 .23 0 3190 15|-0 07|-0.02 0.070.07| 0.06 
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试问 和 下面 确定 的 模型 类 别 和 防 数 是 否 合 理 ; 
(1) 序列 4 具有 MA(I) 模 型; 
(2) 序列 二 具有 MIA(2) 模 型 ; 
(3) 序列 CC 具有 AR(LT) 模 型 ， 
(4) 序列 五 具有 和 及 [8) 模 型 ; 
(5) 序列 让 具有 ARMA(1,1) 模 型 。 
16. 试 证 下 列 参 数 估计 公式 
《1) 吉隆 (1) 模 型， 多, 一 站, 一 我 (1 一 让 8)) 


(2) ARC2) 模 型 ; $B 一 -O103)， 人 ， 
— Pi 


O32= TP(L -$b, —®$,P,) 3 





(4) ARMA(1,1) 模 型 : 名 一 全 -， ,= 一 各 (6 二 BE-4)， 
1 国 


其 中 5 -+ 各 ), 过 人 天 示 式 中 正 负 号 使 [全 <1。 
-而 ) 选 和 


Ll 





> A 加 a A 
又 2= I+ 1] 3 dD -7 十 的 yo 一 2 的。 


17，。 用 参数 佑 计 法 求 15 题 中 四 个 平稳 序列 4 、C、D、 百 关于 
TW 的 线性 襄 型 ， 关 求 出 568 的 数值 。 

18、 平稳 序列 {Wy} 的 样本 自 相 关上 辐 数 如 下 ; 

2 


| | -| 


| 一 0. 310 





$=3. 34 Pr. 





假定 模型 识别 为 ARC1)， 二 Zt 的 模型 方程 和 的 值 。 
19. 平稳 序列 {这 沾 的 桩 本 让 相关 况 数 和 如 下 ， 
* 179« 


2=-0.34 8| 1 | 2 | 3 | 4 | 5 





Do=1.34 Br 
假定 模型 识别 汶 MA(1)， 试 求 ZZ; 的 科 型 方程 和 62 的 值 。 

20. 平稳 序列 {4} 的 样本 自 相 关 铺 数 如 下 : 

2=-0.05 | 1 | 2 | 和 | 4 | 5 





0.449 [0.05e| —0.023|0.028| 0.013 








了 =2.32 Bx | —0.719)0.337 一 0.083|0.075 _0.088 
| 








侵 定 寞 型 识别 为 RMA(1,1)， 试 求 21 的 模型 方程 和 人 的 值 。 
21. 平稳 序列 { 玉 直 的 样本 自 相 关 阔 数 如 下 ; 
多 一 0.09 x| 1 | | 3 | 4 | 5 











9 一 1.15 pz | 0.427 | 0.475| 0.169 |0.253| 0.126 
| 


侵 宣 模型 识 唱 为 AR(2)， 试 求 2 的 模型 方程 和 六 8 的 值 。 
22， 由 样 林 自 相关 函数 Pr(K 演 ]) 作 参数 合计 得 到 的 线性 模型 
Ws —$ Ws. 一 一 有 pp 一 az 一 Di 一 一 Pyar-gq 
机 求 (证 ,，…, 信 p) 落 在 平稳 域 中 。 且 (外 ，…6) 落 在 可 艇 域 由 。 这 
样 对 Bx 需要 满足 一 定 要 求 ， 即 在 允许 域内 取 值 。 试 证 ， 
(1) AR(C1) 卉 型 的 外 许 域 汶 一 1<b<1， 
(2) AR(2) 模 型 的 允许 起 为 一 1< 久 <1; 六 (人 二 1) 
(3) MA(1) 模 型 的 允许 域 为 一 0.5<< 商 之 0.5。 | 
23。. 平稳 序列 {34} 的 线性 模型 为 
了 ;一 0.05 一 0.807， +or, Tm 2—1.20 
已 知 观察 值 Zi00=3,.2, 试用 递 推 法 求 预报 值 Zio0 (1), 2 100(2). 
Ziosf3)， 并 求 吴 信 概 宁 为 年 多 的 一 步 预报 绝对 误差 的 范围 ( 假 
定 正 态 平稳 序列 》。 
24. 平稳 序列 {Z4} 的 线性 模型 为 
=] 80 ， 














= O003+0,.2720_ 二 0.363+_ 十 Gt ， 和 而 1 =,.82 
已 知 观 察 值 2100 一 3.6，Z oo 一 5,7, 试 用 递 推 法 求 预 报 值 100(1)、 
人 ,oof 2), 作 ,oo(3), 并 求 置信 概率 为 95 匈 的 一 一 步 预报 绝对 误差 的 范 
围 (假定 正 才 平稳 新 列 》。. 
25。 平稳 序列 {2 让 的 线性 模型 为 
二 一 0.34 二 gr 二 人 .6264_1， 而 2 二 0.96 
利用 观察 值 ,2 jy 算得 és 二 1， 26 。 试 用 递 推 基 求 各 报 什 
B01), DoC2), S003) 
26. 平稳 序列 {2 的 线性 模型 为 
Fi=1,.72T6r—1.10r.1+0,2301.s; 而 站 i 一 0.,98 
利用 观察 值 PA 算得 Co 一 1.47， 全 ,一 0.73， 试用 递 
扑 法 求 预报 全 台 so(1)、 Zw(2)、 人 25.(3)。 
27。 平稳 序列 {2 相 的 线性 模型 为 
Zi=—0.07—0.4724 1 +a—0.668_1， 而 :=0.88 
浏 用 观察 值 Hig 2 eo 算得 fo—=0.83, 而 了 ao 一 23.7, 用 递 
推 法 求 预报 秆 人 6,(1) , 它 se(2]、2siK3)。 
28. 点 及 (27 模型 唐 : 一 1.6 作 :十 0.64 了 于 一 gt 这 里 BB) 
二 1-1.6B+t0,64B8: 有 重 根 。 已 知 观 察 值 玉 WWpC 名 很 
大 )。 利 用 11 题 中 差分 方程 pp 一 1. 6pk1 十 0.64pp-s 二 0, >>0， 
其 解 为 pj 二 有 ,0.81 十 4,j0.81，j 站 > 一 2, 试 求 1 步 预报 值 太 (站 )。 
29。MA(g) 模型 全 :二 66 一 外 ge_1 一 … 一 99az_g， 斌 证 : 当 
1>g 时 ,WD =0, 
30， 平稳 序列 { 邢 汪 具 有 ARMA 模型 ,已 知 Ws( 一 oo 和 ) 
欧 值 。 试 证 ， 当 1 时 。6i 二 gt 。 
i 提示: 利用 逆转 公式 ] 
31. 涝 对 和 7 例 23 、 例 3 、 俩 4. 例 5 求 至 [21 其 中 21 
是 1 步 预 报 误差 。 
32。( 代 ) 上 及 11) 模型 Wi 一 0.56W4_ ,二 6r， 而 5 二 1.06。 
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已 知 WV 二 6,7， 试 求 了 步 预 报信 这 ,(1)， 六 求 团 信 概 率 汶 395 名 
的 了 步 预 报 绝对 误差 的 范围 ( 假定 正 态 平稳 序列 ); 

(2) ARC2) 模 型 食 : 一 0.90Ws_ 寺 0.14W 5. 二 dr 。 已 知 仇 必 
一 3.2， 丰 :一 一 0.7， 试 求 了 1 步 预报 值 Wy 了); 

(3) MAC4) 模 型 市: 二 @i 一 0.396z.1。 马 知 WW 
《下 很 天) 的 值 , 试 求 -- 步 预报 值 矿 (1); 

[47 MA(2) 机 描 汗 1 一 8 一 1 了 jar 二 0,.2441_;, 已 知 WM,, 
… Wr( 广 很 天 ) 的 信 ， 试 求 预 报 佣 玉 (1) ,Wi(2)， 

(5) ARMA(1,1) 模 型 从 ;一 0.56W i_ 1 一 ga: 一 0.900e 41, 已 知 
斌 WC 加 很 大 ) 的 值 ， 试 求 预报 值 大.(1)。 


+ 外 之。 





第 四 章 “马尔 科 夫 过 程 。 5 人 祥 上 


马尔 科 夫 过 程 是 无 后 效 的 艇 机 过 程 。' 术 人 童 主 要 介绍 马 隶 科 夫 
过 程 的 定义 、 转 移 概 率 及 其 关系 、 转 移 概 率 的 极限 性 次 ， 并 着 恒 
讨论 马尔 科 夫 链 浴 及 两 种 特殊 的 马尔 科 夫 过 程 一 一 治 松 过程 和 针 
纳 过 程 。 


-81 包 尔 科 夫 过 程 的 直观 精光 


马尔 科 夫 《Markov) 过 程 是 具有 无 后 交往 的 随机 过 程 。 所 谓 
无 后 效 性 是 指 ， 当 过 程 在 时 肇 fm 所 处 的 状态 为 已 知 时 ,' 过 程 在 
大 于 tm 的 旺 刻 所 处 状态 的 概 罕 特性 只 与 过 程 丰 fm 时 刘 所 处 
的 状态 有 关 ， 而 总 过 程 在 im 时 草 以 前 的 状态 无 鞠 。 + 
如 果 把 fim 本 刻 作 为 “现在 ”,f 包 以 后 的 时 刻 作为 “将 来 ”， 
fm 以 前 的 时 刻 作 为 “过 去 ” ,那么 无 大 效 性 也 可 解 县 为 : 过 程 在 
已 名 现在 状态 的 条 件 下 ， 将 来 的 状态 内 与 现在 的 状态 有 类， 而 与 
这 去 的 状态 无 闫 。 蕊 尔 科 夫 过 程 简 称 马 民 过 程 。 下 面 举 几 个 例子 。 

饥 1 吉 线 工 的 兰 机 游 动 ” 一 个 质点 在 零 时 刻 处 于 实数 轴 上 
原点 的 位 转 。 每 柄 单位 时 间 右 移 或 左 移 一 个 单位 长 庆 , 右 移 的 概 训 
为 (0<t<<1)， 左 移 的 概率 为 9 ,其 由 4 一 1 一 加 记 质 点 在 第 加 
时 刻 的 位 属 为 慎 ( 雹 ，nw==0,1,2,…。 质 点 移动 图 算 见 图 4-1。 夺 





























概率 g 楼 率 p 概率 g 要 各 
下 [hh 


Eo 

£0) 
图 4-1 
183 。 


站) 
4 


点 在 直线 上 的 移动 是 随机 的 ， 故 称 之 为 质点 在 直线 上 的 随 机 游 
动 。 很 明显 ， 已 知 质点 班 在 的 位 置 ， 将 来 的 情况 只 与 现在 的 位 置 
有 关 ， 而 与 过 去 的 情况 无 奖 。 随 机 游 动 具 有 无 后 效 性 ， 所 以 它 是 
个 球 凑 科 赤 过 程 。 

俩 7 电话 交换 站 在 t 时 麟 前 来 到 的 呼唤 数 书 (t)( 即时 间 
[0,#] 内 来 到 的 呼唤 数 ) 是 一 个 随机 过 程 ,已 知 现在 tm 时 刻 前 来 
到 的 呼唤 数 ， 未 来 时 刻 i(1>im) 前 来 到 的 呼唤 数 只 依赖 于 im 时 
麟 前 来 到 的 呼唤 数 ,这 是 因为 [0, 菇 内 来 到 的 呼唤 数 等 于 【0, xm] 
时 间 内 来 到 的 呼唤 数 加 上 (fm ,车 时 间 肉 奖 到 的 呼唤 数 , 测 (tm 要 
内 来 到 的 呼唤 数 与 tm 以 前 来 到 呼唤 数 相互 独立 。 因此 ， 宇 ( 雪 
具有 无 后 效 性 、 是 马尔 科大 过 程 。 

例 3 布朗 运 动 ” 将 一 
颗 小 花粉 放 在 水 面 上 ， 直 于 
水 分 子 的 冲击 ， 使 它 在 液 而 
上 随机 地 游 动 ( 见 图 4-2)。 
这 种 游 动 物理 上 称 为 布朗 
(Brown) 运动。 在 水 面 上 作 
一 平面 实 角 坐标 系 ， 不 妨 取 
花粉 的 起 始 位 置 为 坐标 原 
点 。 考 察 在 皇 时 刻 花 粉 所 处 
位 置 的 ww 堡 标 ， 记 为 区 (1)。 i . 
由 于 tm 时 肇 后 花粉 的 位 置 ， 人 
仅 依赖 于 现在 (sm 时 刻 ) 的 位 置 ， 而 与 过 去 花粉 的 位 置 无 关 ， 所 
以 花粉 随机 游 动 具有 无 后 效 性 。 因 而 卫 (#) 亦 惧 有 无 后 效 性 ， 是 
马尔 科 夫 过 程 。 同 样 地 ， 花 粉 位 置 的 9 从 标 开 ( 轨 水 是 马尔 科 夫 
过 程 。 

马尔 科 夫 过 程 {了 ( 失 ,1ET} 按 参 数 集 和 状态 空间 ( 值 城 ) 
琅 的 情况 一 般 可 分 为 下 列 二 类 ， 
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(1)》 时 间 离 散 、 状 态 离散 的 马尔 科 夫 过 程 ”通常 称 之 沟 马 尔 
科 夫 链 , 人 简称 马 氏 链 。 在 例 1 中 马尔 科 夫 过 程 卫 (%) 的 参数 集 卫 二 
{9,1,2,.…}， 状 态 宏 间 刷 为 所 有 幕 数 ， 次 而 是 一 个 马尔 科 夫 链 。 

(2) 时 间 连 续 、 状 态 离 敬 的 马尔 科 夫 过 程 ” 在 例 2 中 ，# 时 
刻 前 来 到 呼唤 数 开 ( 划 的 参数 集 了 一 [0 ,co), 状态 空间 百 一 10， 
4,2,"}， 所 以 是 一 个 有 时间 连 续 、 状 态 离散 的 马尔 科 夫 过 程 。 

(3) 时 间 连 续 、 状 态 连 续 的 马尔 科 夫 过 程 ”在 俩 3 中， 随机 
过 程 了 (4) 的 参数 集 了 一 [0,co)， 状态 空间 固 一 (一 coge9y 所 以 
是 一 个 时 间 连 续 、 状 态 连 续 的 马尔 科 夹 过 程 。. 

下 面 完 介绍 马尔 科 夫 链 。 


$2 马尔 科 夫 链 


一 ， 马 尔 科 夫 链 的 定义 、 转 移 概 率 

设 随 机 序列 1 下 (0 90,1:2，… 小 的 离散 状态 窑 间 吾 为 位 ， 
2，…-} 或 和 ,2,-…, 加 }， 当 然 ， 根 据 实际 需要 ,具有 无 限 多 个 状态 
的 离散 状态 空间 有 时 亦 可 取 为 盏 一 10。1,3，… 小 或 加 一 {…， 一 
—1,0,1,2,.. ,而 有 限 多 个 状态 空间 有 时 取 为 一 4012,%s)。 
下 商用 式 子 定 光 马尔 科 夫 链 。 

定义 ” 设 随机 序列 {了 Z(n) , n 一 0, 1,2,} 的 离散 状态 空间 为 
加 。 闫 对 于 任意 m 个 非 负 整数 mom sm (0 <m 芝 <im) 
和 尾 意 自然 数 廊 ， 以 及 任意 六 jE 玉 ， 满足 

P{XCmm 十 训 一 站 玉 () 一 条; 玉 () 一 各 (rn) 二 mn} 

一 卫 { 瑟 (pz 十 大 一 让 互 Gam) 一 和 (2.1) 

风 称 { 怪 (mw) ,n 二 0,1,2.…} 为 马尔 科 夫 链 。 

在 (2.1) 式 中 ， 如 果 mm 表示 现在 时 启 ; 入 他 ,Wm_! 玫 示 
过 去 时 闽 ，om 十 站 表示 将 来 时 刻 ， 此 式 表 明 过 程 在 将 来 wm 十 下 时 
刻 寻 于 状态 了 仅 依 赖 于 现在 rm 时 刻 的 状态 Sm， 而 与 过 去 加 一 1 
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个 时 刻 和 yomni 所 处 的 状态 无 关 。(2 ,1 式 给 出 了 无 后 效 性 
的 表 靶 式 。 

(2.1) 式 中 右边 条 件 袜 率 形式 为 

P{X(n+)= jC =i} ,bl1 

称 之 为 马尔 科 云 链 在 多 肝 肇 的 大 步 转移 概率 ,， 记 为 p17 (n,n 此)。 
转移 概 宣 表示 已 知 nm 时 刻 处 于 状 六 名 ， 经 名 个 单位 时 间 后 过 程 处 
于 状态 了 的 概率 。 : 

转移 概率 pij(ms% 十 如 是 不 依赖 于 多 的 马尔 科 类 链 ， 称 为 时 
齐 马 尔 科 夫 链 。 这 种 马尔 科 夫 链 的 状态 转移 概率 仅 与 转移 出 发 状 
态 记 ,转移 步 数 记 ,转移 到 达 状 态 了 有关 ， 而 与 转移 的 起 始 时 麟 n 
无 关 。 此 时 ， 廊 步 转移 概率 可 记 为 pij( 拉 ， 即 

pi) 一 pej(nsm 二 站 二 了 {全 (w+ 及 二 J 玉 (n) 一 让 ,1 

(2.2) 

下 面 只 讨论 时 齐 蕊 尔 科 夫 多 。 为 方便 下 宽 犯 4 时 齐 ”二 字 省 略 。 

当天 一 工时 ，2ajf017 称 为 一 步 转移 概率 ; 简 记 为 pi;。 吐 时 ， 

| Pay= pj (1) = PP{T(N+1) =1j | = (2.3) 

显然 ,一步 转 欧 概率 具有 下 列 两 个 性 质 : 1 

1) 0scpsrS1，291,2…( 有限 个 或 花 限 个 ?和 

(2) Pil, 一 1 2 | 

一 步 转移 概率 可 写成 矩阵 形式 。 对 有 限 状态 空间 如 一 世 ,2， 
…, 雇 }， 算 隆 : - 


“| | 人. 
ea En2''” Pxry 
革 无 恨 状 态 室 间 冲 二 和 ,2,…}， 录 陈 


» 8 全 。 
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式 (2.4)、(2.5) 都 称 为 一 步 转移 概率 眶 阵 。 击 一 步 转移 概率 性 质 
可 更 ， 邵 的 所 有 元 素 都 是 非 负 的 ， 且 每 一 行 元 素 之 和 等 于 1 ， 如 
果 一 个 方 阵 或 无 芍 抱 阵 ( 无 限 多 行 无 限 多 列 上 矩阵 ) 的 所 有 元 素 都 
是 非 负 的 ， 也 每 一行 艺 素 之 和 和 苞 二 1， 则 称 此 所 阵 为 随机 既 阵 。 
国 此 ， 一 步 转移 往 率 知 血 到 是 院 机 垂 阵 。 

下 面 带 -一些 例子 。 

例 1 伯 努 刊 试验 ” 设 怕 努 逢 试验 每 次 试验 “成 功 " 的 概 宗 为 
(0<p<1) ,从 赂 "的 拔 认 为 gC9 一 1 一 加 ; 且 各 次 试验 是 向 瑟 独 
立 的 “成 荔 ” 用 状态 “1” 表示, “失败 ”用 状态 “2"” 表示 。 第 多 
次 试验 的 结果 记 为 六 (mw)}， 进 行 无 限 多 次 试验 得 { (0D ,m=0,1， 
2,…}。 由 于 试 验 的 独立 性 ，(2.1) 式 中 的 概 尝 
P{iX(tna th =I =) nn ) ln}, 
P{XCmm 二 站 一 1 | 让 (nm) 一 mn} 二 针 
而 
POR tA) mn im} 
P{X(nmi+f) 2 (mm) in}—g 
所 以 (2.1) 式 成 立 。 因 此 ， 斑 (m) 是 马尔 科 夫 链 。 于 是 ， 一 步 转 
称 概 案 

1 一 王 区 (9 十 切 一 二 等 (加 一 全 一 5， 一 2 

is 一 王 { 定 (nm 十 1 一 2 T= j=1,2 
一 步 转 移 概 率 和 矩阵 为 . 
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一 般 昌 说 , 独 迹 同 分 布 的 离散 随机 实 量 序列 {全 (Cn) ,nn 一 0,1， 
2 ,…} 亦 是 与 尔 科 夫 链 。 因 为 随机 序列 的 将 来 不 依赖 于 现在 ， 更 
不 依赖 于 过 去 。. 

例 2 直线 上 带 吸 收 壁 的 随机 游 动 ” 一 质点 只 能 外 让 实数 轴 
上 1,2,3,4,5 五 个 点 的 位 置 。 当 它 处 在 2,3,4 位 置 时 ， 下 一 时 刻 
右 移 一 格 的 概率 为 p(0<<p<<1)， 左 移 一 格 的 概率 为 9(4 一 1 一 和)。 
当 质 点 处 在 1 位 置 时 ， 它 永远 停留 在 1 上， 又 当 质 点 处 在 5 位 置 
时 ， 它 永远 停留 在 5 上。 把 1 和 5 点 看 作 分 别 放置 有 吸收 峡 。 质 
点 的 随机 游 动用 4 芋 (%) 加 到 01; 2 表示， 其 中 巡 (Ww) 表示 第 加 
时 肇 质 点 的 位 置 , 亚 而 易 抑 ,将 来 的 状况 仅 依 赖 于 现在 所 处 位 置 ， 
和 而 与 以 前 的 情况 无 闫 ,所 以 它 足 马尔 科 夫 链 。 一 步 转移 概率 如 下 : 
当 二 2,3,4 HF， 

二 
而 
Pu=1, Di 一 007 直 1)， ss—1, Pei= 人 Oj 5) 
所 以 一 步 转 移 概 率 矩 阵 为 . 
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例 3 二线 上 带 反 射 壁 的 随机 游 动 ” 设 0<p<1,9=1 一 p。 
在 上 例 中 ， 当 质点 处 于 2、3,4 位 置 时 ， 下 一 时 肇 的 移动 规则 仍 保 
持 。 当 质点 处 于 1 位 置 时 ， 下 一 时 刻 留 在 原 位 置 的 概率 为 9， 右 
移 一 格 的 概率 为 有 当 质 点 处 于 5 位 置 时 ， 下 一 时 刻 左 移 一 格 的 
概率 为 a， 留 在 原 位 置 的 客 率 为 了 P， 可 看 作 在 1，5 位 媳 分 别 放 
置 用 反射 如 。 显 然 ， 质点 在 第 % 时 刻 的 位 置 下 (nm) .w=0,1,2,… 
是 马尔 科 夫 链 。 它 的 一 步 转移 概率 矩阵 是 

和 个 
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例 4 直线 上 带 完全 反射 辟 的 随机 游 动 说 0<o<T， 9 一 

1 一 Pp。 寿 例 2 中 ， 当 质点 处 于 2、3,4 位 置 时 ， 下 一 时 刻 的 移动 规 
财 仍 保持 。 当 质点 处 于 工 位 置 时 ， 下 一 时 刻 必 定 移 到 2 位 置 ! 当 
质点 处 于 5 位置 时 ， 下 一 时 肇 必定 移 到 和 位 置 ， 可 看 作 在 1，.5 
位 置 分 别 放 置 具 有 完全 强 性 的 反射 壁 。 量 然 , 质 点 随机 游 动 的 位 置 
卫 (。， %% 一 1 2 是 一 个 马 条 科 夫 链 。 它 的 一 步 转 移 概 率 矩 阵 是 








0 1 0 0 0 
gg 0 pp 0 1 
P= 0 gqg 0 pn 0 
9 0 ¥ 0 力 
0 0 9 1 0 


例 5 直线 上 带 完全 反射 壁 允 许 倍 留 的 随机 游 动 ” 设 p22>0， 
gg>0,7>0， 且 Pp 十 9 二 + 二 I。 相同 于 例 23 ,质点 只 能 处 于 1 、2 、 
3 、4、$5 开 个 点 的 位 置 。 当 质点 处 于 2 ,3 、4 时 ， 下 一 时 刻 保 留 
在 原来 位 置 的 概率 为 ” ， 右 移 一 禾 的 概率 为 六 ， 左 移 一 格 的 概率 
为 4&。 当 质点 在 1 位 置 时 ， 下 一 时 刻 必 定 移 到 2 位置， 当 质 点 在 
5 位置 时 ， 下 一 时刻 必定 移 到 4 位置 。 此 例 与 例 上 未 同 ， 这 里 从 
中 间 位 置 出 发 有 三 种 可 能 情况 ， 不 动 ， 右 移 二 格 ， 左 移 一 格 。 亚 
然 ， 质 点 作 随 机 游 动 的 位 置 是 马尔 科 夫 链 。 它 的 一 步 转 称 概 率 短 
阵 是 
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例 6 正 洲 籼 上 带 反 射 品 的 随机 游 动 没 0<oc<1， 旧 4= 

1 一 5。 质 点 只 能 处 在 市 整数 点 的 位 置 上 。 当 它 处 在 2、3 .… 位 入 

时 ， 下 一 时 刘 右 移 一 格 的 概率 为 p， 左 移 一 客 的 概率 为 8 。 当 质 

点 处 于 1 位 置 时 ， 下 一 时 刻 留 在 原 位 置 的 概率 为 ， 右 移 一 条 的 

概率 为 。 显 然 ， 质 点 随机 游 动 的 位 置 是 具有 无 限 多 个 状态 的 马 
尔 科 夫 链 。 它 的 一 步 转移 概 举 炬 阵 为 
| | fr 人 op 0 0.... | 























P=- 0 .oo 0 六 eo 








二 、 高 罚 转移 概率 | 
在 人 .2) 式 中 把 国政 为 由， 下 了 疏 海 芋 ， 得 部 比 转 称 慨 来 
DR) = nm 十 各 ) PAK (m+n) = 
一 了 站 (%) 一 2} 
1 ,2 nl (2.6) 
当 ?222 时 ，Pijz(Cn) 称 为 高 阶 转 务 概率 。 ， : 
m 盯 转 移 报 宰 评 可 以 配 成 矩阵 形式 。 对 有 限 状 态 空间 加 = 
12，Y)， 年 阵 四 
1 (2 各 if 
Pw) Pol(n) paar py Ch) 
Pui Pum) Dyn 
对 无 限 状 态 空 间 百 = 们 ,2 上 机 阵 
[ pn) pi 
| De 人 D22 《9 : 


a 


Pen 一 


* 19) 。 


它们 都 称 为 儿 步 转移 概率 矩阵 。 邱 然 有 
0<2i7( 罗 之 1， I 一 1,2,… 《有限 个 或 无 限 1- 》 
和 
六 Pei 由 一 1， 站 一 工 ,2 
国 而 后 步 转移 概率 矩阵 如 (mm) 是 随机 第 阵 。 
定理 1 马尔 科 夫 链 的 针 移 概率 之 间 有 下 列 尖 系 : 设 m 一 下 十 
6， 上 守 1 ,12 这 1， 则 
Pj Cm) = pih + D) =D br Ch) pi) 
了 11 2。 {2.7) 
此 式 称 为 切 普 一 一 柯 尔 莫 哥 洛 夫 〈Chapman- 玫 olmogorov) 方 
程 ,这 个 方程 式 的 直观 意义 是 ， 讲 和 想 由 语 状 着 出 发 经 上 十 1 步 到 还 
了 状 坊 ， 必 须 先 经 大 步 到 达 任 总? 状态 ， 然 后 再 经 了 步 田 了 状态 
转移 到 了 状 六 ， 推 导 时 过 用 到 这 后 效 件 。 
证 5 人 十 和 二 五 《和 十 站 十 站 一 = Cm 
二 i 
P{R(m) =i} 
_ 全 Cn) 一 站 《人 二 说 一 和 下 (9 十 下 十 四 = 了 















































天 4 一 计 
SX C0, 总 (w+ 及 一 全 


* 记 i 入 tp 十 i 





利用 元 后 效 性 ， . : 
Pi 0) 一 汪 人 r} 
Psi(i+ 划一 五 


PAX Cm pe mth) =r} 
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卫 { 世 (934) 一 放下 (9 十 让) 一 人 





= 全 FTZTs 人 0 
= per(h pri(D) 
证 毕 。 
将 (2.7) 式 表示 成 矩阵 形式 ， 得 
P(E+D=POA PE (2.8) 


在 (2.8) 式 中 ， 取 有 一 1,1 一 1, 符 

Pe2)= PONDPO) =IP0)Y 
取 b=2,4 二 1 ,得 

PY=PEOPU) IPO) 


Pim =—[LP(i)]* (2.9) 
此 式 表 明 风 步 转移 概率 矩阵 等 于 m% 个 一 步 转移 概率 矩阵 的 乘积 。 
由 中 可 见 , wm 步 转移 概率 和 矩阵 可 由 一 步 转移 概率 从 阵 获 得 。 因 此 ， 
在 马尔 科 夫 链 中 ， 一 步 转移 概率 是 最 基本 的 ， 它 完全 确定 链 的 状 
态 转 移 的 统计 规律 。 

通常 ， 我 们 还 规定 











3 一 了 
DiC0) 一 zi 一 (2.10) 
0 .天 了 
其 中 是 Kroneker 记 村 。 
， 宇 、 初 始 概 率 ， 绝 对 概率 
马尔 村 夫 链 在 初始 时 启 《 即 零 时 肇 》 取 各 状态 的 概率 分 布 
p= 二 了 {了 ( 们 二 守 ，j 一 1,2 {2.11) 
称 浪 它 的 官 始 ( 报 率 ) 分 布 。 异 然 有 i 
L0Gi=1,2,.) :2 p01 
. i - 


注 ” 当 矩阵 的 行 数 和 济 数 痢 为 无 限 太 时 ， 两 个 朱 滋 乘积 的 定 尺 类 似 于 两 个 
有 限 算 阵 的 冬 积 。 
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畦 殊 地 ， 马 尔 科 去 链 在 零 财 剂 由 确定 的 和 状态 出 发 ， 此 时 
有 24。 一 工 一 03 天 各 )。 
马 杀 科 夫 链 在 第 mm 六 0) 时 刻 取 各 状态 的 概率 分 布 
入 名 一 五 { 人 (0 一 有 一 2 (2.12) 
称 为 它 在 时 刻 呈 的 绝对 概率 分 布 。 当 % 一 0 时 ,绝对 慨 闪 分 布 变 为 
初始 概率 分 布 。 显 然 有 
P00(i=1 2) ' 守 "一 I 
利用 全 和 刍 举 公 式 可 得 
开店 (和 9) 二 着 二 字 忆 { 广 (0) 二 守卫 {证 (二 站 六 (0) 二 证 





即 
2 (2.13) 
此 式 表明 在 时 刻 绝对 概率 分 布 完 全 被 初始 概率 分 丰 和 各 阔 转 移 
概率 所 确定 。 
定理 2 马尔 和 夫 链 的 有 有 限 维 分 布 
PR) = nm) (pm) dy 


一 之 PE (aa 一 名 Dinis ls — Ta) ** 





Pim tam Tm — Tm 1 (2.14) 
此 式 表明 有 限 维 分 布 完 全 初始 概率 分 布 和 转移 概率 所 位 定 。 
证 P{Cm)= 和 2 Ga) =i mm) om} 
=P{R(m) = ) = 
PP{R mn) = 
有 mn = im-} 
— PX(m) = ne) m1} 
“ P{X(nm) = in| TF (mm) = i 1} 
=P{Xm = ) =i) 
Dim-t im ln — Tem 1) 


= + 





= i Cs — iat Me) 1 fm Tn Thm 2 


亚信 和 CR ) pi ia Ch 一 由 人 


| 


Pim_1 tm Cm ~ Nm 1) 
证 毕 。 
四 、 遍 历 性 
马尔 科 法 链 理 论 巾 一 个 醒 杰 训 是 六 讨 论 当 mce 时 转移 慨 座 
了 ij(n) 的 极限 。 这 于 的 说 论 有 时 涡 要 区 分 腿 状 态 完 间 和 无限 状 
态 裤 间 。 共有 有 限 多 个 状态 的 马尔 科 夫 链 简称 为 有 限 马 尔 科 夫 
链 。 肖 它 的 状态 空间 如 一 {1 ,2.…, 有 jj。 令 设 具有 无 根 多 个 状态 蕊 
尔 科 夫 链 的 状态 空间 为 B= {1,3,…}。 
定名 洲 蕊 尔 科 夫 链 转移 明 罕 的 航 阪 
Hm gistm) = pi 57 可 《2*15) 
存在 ， 且 与 鱼 无 关 ， 则 称 此 马尔 科 交 链 具 有 遍历 性 。 
对 月 限 沁 尔 科 支 链 ， 显 然 有 
p20 41,2 N), 六 pj=1 (2.16) 


事实 工 , 前 者 击 转 移 模 率 的 非 负 竹 即 得 ,而 后 者 在 等 式 之 pey(n) 








一 1 由 让 %>o0 可 得 。 此 时 ， 我 们 称 {pj,j 一 1,2,…, 汐 转 移 


概率 的 极限 分 布 | 
对 于 具有 无 限 多 个 状态 的 马 尔 科 夫 链 ， 有 


p20 (j=1,2,"), Rl pl (2.167) 
产 














前 考 呈 显然 的 ， 而 后 者 的 水 明 如 下 : 由 记 Paf( 人 一 1， 有 冯 

pij(W<1 ， 让 mc 得 避 Wi<1 再 让 了 ->eo 得 所 将 结果 .此 
时 转移 摄 率 的 候 很 不 一 定 构成 概率 分 布 《 匈 定 义 见 195 页 ) 。 刘 
朵 4273 一 252 满足 之 2 一 1。 划 称 它 是 转移 概率 的 极限 分 





= 上 日 4 。 


布 。 ea 
当 吾 尔 科 夫 链 具 有 计 历 性 时 ， 考察 绝对 概率 94?(m co) 的 
极限 。 在 (2,18) 式 中 ， 让 %->co， 得 

Tim r= lim 之 全 Opij(m) 一 位 下 Pi Cn) 


RR- 
> pp 
到 . 
lim pF = pi 1 1 C2.17) 
ee 。 


这 里 ; j 一 1,2，… 玫 示 有 限 多 个 或 无 限 多 个 自然 数 。 需要 指出 ， 
上 面 推导 中 的 第 二 个 等 号 成 立 ， 用 到 了 极 有 卡号 与 和 号 交换 次 序 的 


知识 。 对 有 限 马尔 科 夫 链 ， 和 号 为 阅 ， 等 号 显然 成 立 ! 对 记 的 


情形 ， 冬 号 成 立 吉 用 到 数学 分 析 中 的 一 玫 收 分 性 ,2,17) 式 表 明 
绝对 骨 率 的 极限 与 转移 概率 的 极限 是 相间 的 。 这 说 明 讨 论 转移 概 
率 的 极限 已 经 足够 ， 而 绝对 概 宰 分 布 的 极限 自然 地 可 以 糠 得到。 
在 工程 技术 中 ， 当 马尔 科 夫 和 链 极限 分 布 存 在 ， 它 的 遍历 性 表 
示 一 个 系统 经 过 相当 长 时 间 以 后 法 到 平衡 状态 。 此 时 系统 各 状 硒 
的 概率 分 布 不 随时 间 而 变 。 亦 不 傅 赖 手 初 始 状态 。 
在 (2.7) 式 中 ， 取 1=1,， 得 
Pi hi+1)= 2 pier (hk) pe 1 (2.18) 


对 具有 遍 太 性 的 马尔 科 夫 链 ， 让 ->o0 ,有 ' 渤 3 i 
PEppry + (2.19) 
下 面 介绍 平稳 分 布 。 


定义 、 阁 有 限 址 无 限 数列 {97,j 一 1,2,…} 满足 ，(1)gj>0， 


注 对 有 限 己 尔 科 大 镑 《2,18) 式 中 和 3 是 ， 站 论 至 然 。 对 号 情形 ， 
见 参考 书 [15] 第 390 页。 





j=1,2,.", (2) Dl, 则 称 它 是 粮 素 分 布 。 如果 一 个 概率 分 布 


{gis 3=1,2,.…} 满足 . 
44 一 六 人 1 二 1,2,"* (2.20) 


则 称 它 是 平稳 分 布 。 

南 (2.19) 式 可 见 , 有 限 马 尔 科 夫 链 转 移 概 率 的 极限 分 布 是 平 
稳 分 布 ; 而 对 具有 无 限 多 个 基态 的 马尔 科 夫 链 ， 如 果 转 称 概 率 的 
极限 是 一 个 慨 率 分 布 ， 那 么 它 是 平稳 分 布 。 

对 于 平稳 分 布 {gi， fj 一 1,8,"…}， 有 一 
2 一 六 0i255 一 人 (人 > 人 2 Dis | 
= gt DT pripi) = BY geriC2) 

.一般 地 可 得 i | . 
. 9 一 训 Tip Cm) Rl (2.21) 

和 如果 马 尔 科 夫 链 的 初始 概率 分 布 取 为 平稳 分 布 ， 即 gg 一 人 dy 
一 1 2 其 中 194 和 一 上 2 个 是 了 稳 分 布 ,出 (2.13), (2,21) 
P= Pim) = 9 
即 在 任意 时 刻 m 链 的 绝对 概率 分 布 都 等 于 初始 概 宰 分布 。 这 亦 是 
“平稳 分 布 ” 和 名词 的 来 由 。 

下 面 仅 讨论 有 限 马尔 科 夫 链 的 遍历 性 ， 先 介绍 -一 个 定理 。 

定理 3 对 有 限 马 尔 科 夫 链 ， 如 集 存 在 正 整 数 姜 ， 使 

Dis Ch) 0 oI=1,3,0 (2.22) 
则 此 链 是 遍历 的 ， 即 





人 Dij Ce) 一 2 
且 航 限 分 布 {pi 一 1,2,.: NN} 是 方程 组 


pi= 名 PiPijs j=1, 2 (2.23) 
满足 条 件 
= L9G 


其 
Pi>0 (f=,2,. ,NN), pa Pi=1 (22.4) 


的 叭 一 解 。 
兹 定理 的 证 明 省 略 。" 注 1 定理 表明 在 (2.22) 条 件 下 极限 分 布 
中 的 概率 都 是 正 的 ， 且 在 计算 极限 分 布 时 只 需求 方程 组 {2.23) 清 
足 约 束 条 件 (2.24) 的 解 即 可 。 
例 7 在 例 3 中 直线 上 带 反 射 壁 的 随机 游 动 ， 如 时 质点 只 能 
取 1,2,3 三 个 所， 一 步 转移 概率 矩阵 为 


gg wp 0 
P= g 0 op» 
0 9 » 


其 中 含有 零 元 素 。 现 计算 二 步 转 移 概 率 和 矩阵 
0 
g 2p¢ 2 | 
TY Pip 
它 的 所 有 元 素 都 大 于 零 ， 即 在 =2 时 (3,22) 式 成 立 ， 所 以 此 链 
具有 遍历 性 。. 忆 因而 有 
lim pi 一 989 一 T 2yS 
下 面 来 设 限 概率 py yj 1,2,3。 反 (2, 25) 代入 (2.23) 式 得 
clear = 


PC2)=P’= 





Pp + ons = ps 
Ps + pps = pa 


由 此 方程 组 得 一 卫 p， ， po 一 ( 卫 )， pi ,再 代入 《2.24) 式 得 


i 





广 害 理 的 证 明 见 参考 书 (1 第 185 页 。 
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所 以 





9 jt 





限 分 布 为 等 概率 分 布 。 


+ 
$+(2)] 


即 沪 所 求 。 特殊 地 ， 当 p=g 一 去 时 ， 有 一 ps 一 加 一 二。 这 时 家 


例 8 在 例 + 中 均线 上 带 完 全 反射 台 的 随机 游 动 ， 如 果 质 点 








只 能 取 1.2.3 三 个 点 ， 一 步 转移 概率 和 矩阵 为 


| 


0 1 0 
P= gy 0 » 
0 1 0 
二 步 转 移 概 率 矩 阵 为 
| & 有: 
五 (2 一 五 :一 0 1 0 
9 0 op 
三 步 转 移 概 率 扎 阵 0 ， 
P= PP= g 0 
0 1 
一 般 浊 有 
Pn--1y—P 
. zz 0 2 |. 
五 (2 中 一 0 1 0 
9 0 2p 
= 108 « 


其 中 四 是 自然 数 。 灵 然 ， 转 移 概 率 的 和 极限 
| ， lim Dis Ck) 
是 不 存在 的 。 因 而 此 链 示 具有 帝 页 性 。 
例 9 在 例 2 中 直线 上 带 吸收 壁 的 随机 游 动 。 如 果 质 点 只 能 
取 1.2、3 三 个 点 ， 一 步 转移 硫 率 矩阵 为 


1 0 0 
‘P=| ¢ 0 7 
0 0 1 


二 步 转 欧 概 率 矩 泗 
: 10 0. 
oz-| 9 0 » 
| 0 0 1 
一 般 了 地 ， 凤 辈 转移 想 吝 矩阵 盏 (四 一 如 "一 本 。 显 然 ， 转 移 慨 案 的 
极限 存在 ， 且 





lim pj pi 
这 个 极 银 与 和 有关 ， 所 以 吐 链 不 上 县 有 遍历 性 。 
例 10 在 例 5 中 直线 上 上 带 完 全 反射 习 人 允许 停留 的 随机 游 动 ， 


设 9 一 gr 一 二。 此 时 ， 一 步 转移 概率 瞪 阵 为 


0 1 0 0 0 

PpP-| 0 去 坦 : 可 0 (2.26) 
?0 
0 0 0.1 0 


其 中 含有 淮 元 素 。 逐 个 计算 转移 概率 矩阵 了 (2)， 瑟 (8),;…， 得 
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§ .10 8 1 1 

闻 这 和 9 红 

10 33 21 14 1 

31 81 $1 81 27 

3 21 23 21 8 
Pi4)=| 81 8 8 红 8 
1 14 21 33 10 

27 81 831 31 81 

1 1 8 10 5 

37 9 27 37 27 


它 的 所 有 元 崎 部 大 于 等 。 因 而 此 链 具 有 遍 坊 性， 有 

lim pum) = pi, 1j=1,2,3,4,5 
下 面 求 极 很 概率 分 布 pj， 3 二 1],2,3,4,5。 把 (2.26) 式 代入 方程 
{3.23}， 得 | - 


sh 二 
.1 
nD + 二 + 可 Ds 一 2 
De +Ps+ De 三 
1 
守卫 PD .一 全 
1 
可 类 一 Ds 
加 上 条 件 
Pi pst pst + Po 1 
可 以 解 得 


1 - 3 
PDP? P= Ps DT 
与 例 8 相 出 ,两 者 都 是 直线 上 带 完 全 反射 壁 的 随机 游 动 ,但 是 例 & 
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中 马尔 科 夫 链 疫 有 刀 巧 性 ， 而 此 链 基 有 遍历 性 。 这 是 由 此 链 允 许 
质点 保持 原 位 置 ( 概率 为 ?所 引起 的 。 


3 3 时 间 连 续 状态 离散 的 与 尔 科 去 过 程 


一 、 定 义 ， 转 移 概率 医 数 
设 离散 状态 空间 为 召 一 10,1,2。…} 或 吾 一 10,1,3，}。 
当然 ， 根 据 实 际 需 要 。 上 共有 无 限 多 个 状态 的 离散 状态 空间 有 时 灰 
可 取 为 户 = 生 ,2,…} 或 且 ={…, 一 3, 一 1,0,1,2,…}， 有 限 多 个 
状态 的 空间 有 时 取 为 再 一 ,27)。 
定义 ” 设 时 间 连 续 状 态 离散 的 随机 过 程 {了 (4),，#E[0,o0)} 
的 状态 空间 为 百 ， 兰 对 于 任意 床 煞 m(m 守 2) ， 任 意 m 个 时 刻 
下 1 任意 正 数 8 以 及 任意 ,1,， 
人 i jen 满足 
了 十 3 一 jC) = ,i 
=P{A(int 8)= jC(tm) =im} (3.1) 
则 称 { (办 ,5E[0,ec)} 为 蕊 尔 科 夫 过 程 。 
在 (3.1) 式 和 ， 如 果 tm 表示 现在 时 刻 ， 加， 和 stm-; 表示 
过 去 时 刻 ,tm -+s 表 东 将 来 时 刻 , 那么 此 式 表明 过 程 在 将 来 im 十 s 
时 刻 的 状态 , 仅 依 粮 现 在 fm 对 刻 所 处 的 闫 态 ,而 与 过 去 时 刻 1, fs， 
,,tm-! 过 程 的 状态 无 关 。 (3.1) 式 给 出 了 无 后 就 性 的 表达 式 。 
《3,1) 式 中 右边 条 件 和 概率 的 形式 为 
了 PP{X (ft 二 + 3) 二 I= 了 0 册 
称 之 为 马尔 科 夫 过 程 在 上 时 刻 经 3 时 间 的 转移 报 率 茵 数 ， 记 为 
P(t， $+5) 。 转 移 概率 孙 数 表示 已 知 {时刻 处 于 状态 6 经 8 
时 间 后 变 成 处 于 状态 了 的 概率 。 
转移 概率 函数 poj(i ,4 十 8) 不 依赖 于 的 马尔 科 夫 过 程 , 称 为 
时 守 马 尔 科 夫 过 程 .这 种 马尔 科大 过 程 的 状态 转移 概率 还 数 , 仪 与 
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转移 出 发 的 状态 5 ,转移 所 经 过 的 时 间 8, 转 移 到达 的 状态 六 有 关 ， 
而 与 转移 开始 的 时 刻 # 万 关 。 此 时 ,转移 概 案 消 类 可 记 为 pi3(3), 盈 
pai(s) = Dit,t+s) Pi{ 人 (+) ml) = 
80 (3.2) 

下 面 我 们 只 讨论 时 齐 1 已 尔 科 夫 过 程 。 尖 廓 俩 起 无 把 “时 齐 ” 二 字 
省 覆 。 

根据 条 件 概 率 人 性质 ， 性 移 们 西数 具 有 下 列 玉 条 性 大: 

(1) Oper( sl, ,j=1,2,.- (有限 多 个 或 光 限 多 个 

(2) 2 Pils)=1, Ce 

通 沉 ， 我 们 规定 

0 二 3 一 0 ja 
转移 屋 率 曙 数 之 间 具 有 下 列 关 奈 式 :对 SP0,t0， 
Prilts+t£)= -pir(s) prilt), 二 ,1,2, 

些 式 称 为 均 普 曼 - 柯 尔 莫 灾 洛 兴 (Chapman-Kolmogorov ) 方 程 。 
这 个 访 程 式 的 站 观音 义 是 ， 直下 状态 出 发 经 8 十 # 时 间 启 达 了 状 

， 上 必须 先 经 8 时 间 到 达 低 过 状态 ， 然 后 再 经 时 间 册 ? 状态 
特区 区 了 基态 。 -此 方程 的 表 方法 类 似 于 马 儿 笠 关 链 中 切 普 要 - 
柯 尔 黄 晋 洛 夫 方程 的 证 明 方法 ，5 只 要 把 那里 的 wi 2 分别 换 
成 tmyssb 即 可 。 | 

马 东 科 夫 过 程 在 初始 时 刻 ( 即 堆 时 刻 》 取 各 状态 的 概率 分 布 


(3.3) 





p=P{(0) = d=0,1,2... | (3.5) 
称 为 它 的 初 输 ( 概率 ) 分布。 显然 有 
0 U0,1,2,: 网 p= "(3.68) 


特别 址 9 当 马 匀 “ 科 夫 过 程 在 稚 时 刻 由 国定 的 5 到 状态 出 发 ， 
此 时 2 一 1， P= jo) 
马尔 村 卖 过 程 企 5460) 时刻 取 各 状态 的 概 高 分 而 
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Dt)= Pl(i)= 科 ， D0, 2 (3.7) 
称 在 所 时 基 的 绝对 入 率 分 布 。 豆 然 有 


Di) = O01,2,."*), D1 (3.8) 
利用 全 赂 率 公式 可 以 得 到 
2 一 之 DE PAE 0 ,1,2 (3,9) 


此 冻 表 咀 绝 对 概率 党 全 被 初始 概率 分 布 和 转移 概率 仿 数 所 确定 。 

在 起 尔 科 夫 链 中 ， 严 步 转移 概 举 可 以 由 一 步 转移 概率 算 街 ， 
而 一 步 转移 撕 率 可 月 南 观 六法 求 得 。 在 马尔 科 严 过程 中 ， 转 移 概 
床 函 数 p23(2) 可 以 通过 解 微 分 方程 获得 。 为 此 首先 希 要 导出 转 
移 妇 率 函数 所 注 足 站 徽 分 方程 组 。 

二 、 柯 尔 蓝 属 洛 夫 入 前 和 向 后 方程 

设 1 (0iee)) 是 大 坊 在 限 ( 凤 具 有 有 限 多 个 庆 态 ) 的 





马尔 科 灾 过 程 ， 百 = 0,1,2,…， 主 }。 
定义 、 疫 闫 态 了 同和 
pes(5)。 阁 | 
; i .10 
Hm gC)= 84 1 (3.10) 


上 成立 ， 则 称 此 过程 为 随机 连续 马尔 科 去 过 程 ， 本 
(3.10) 式 表示 当 卫 很 小 ， 过 程 内 状态 绎 转移 到 空 的 概率 接 
这 于 1 ， 而 转移 到 状态 ji( 夺 让 的 概 闵 接近 于 零 ; 闪 朗 经 过 很 短 
寺 闻 系统 的 状 竹 几乎 是 不 变 的 。 显 然 ， 用 (3,10) 式 定义 马尔 科 夫 
过 程 的 连续 社 是 侣 型 的 。 
在 与 尔 科 夫 过 程 理 论 中 ， 由 条 件 (3.10) 可 以 证 明 极限 


(= -ij 二 jy :j= 0,1,2,.: a [3.11) 


i 


存在 旦 有 限 。 由 1， 3) 趟 : j 导数 的 定 广 可 得 
dsj= pCO,) 


， a 
ren 





这 里 的 39i7 称 为 马尔 科 夫 过 程 的 速率 芳 数 。 它 刻 划 马 尔 档 天 过 程 
的 转移 概率 函数 在 零 时 刻 对 时 间 的 变化 率 。 


矩阵 
oo ol oa YoN 
o-| 人 
Two dN: dma GN 


称 为 马尔 科 夫 过 程 的 速率 和 矩阵， 简称 名 矩阵 。 
速率 丽 数 具有 下 列 性 质 : 
《1 dete0, E00, 1,2 NN: 
(2) gij2>0, di 0,1,2..,N, 
C3) > yij=0, 鲁 =0,1,2, ,NN。 


事实 上 ,性 质 (1)、 2) 根据 95i 的 定义 容易 得 到 , 性质 {3) 的 证 明 为 








和 qj = ~ J]im LE 一 Bij Hm 名 Pai(#) — 之 | 
j= jh ted | fr $ 
一 作 
下 面 介绍 pij(#) 满足 的 微分 方程 组 。 
定理 1 设 随 机 连续 状态 有 限 马 条 科 夫 过 程 的 转移 概率 遂 数 
为 pij( 检 ， 巡 率 隐 数 为 gij， 则 有 


2 一 pixti)gqris ,I=0,1,2,°"* (3.12) 
和 
eet 一 2 ginTrilt)s ,j=0,1,2,. (3.18) 
发 下 


其 中 (3,12) 式 称 为 柯 尔 葛 哥 党 天 (Kolmogrey) 向 前 方 种 ,(3.13) 
式 称 为 柯 尔 英 哥 洛 夫 向 后 方程 。 
证 先 推 导 (G3.12) 式 ， 利 用 (3.4) 式 ， 
s 


rt 


Dajlt + 人 4)~ 


一 Pi 裤 paCD pes) — 2 





i 
之 2 


= k=0. 
A 


pri Ci) — TE pialt) ns 








i 


Yi Ded (AS) — Bpy 
Ep DC) 二 aa 


让 dt->0， 得 


QPrjtt) 
Qi 


这 就 是 (3,12) 式 。 





Pijti 十 对 一 


可 
3 yp 
PixCt) gr 


再 推导 (3.13) 式 。 惠 用 (3.4)7 瑟 ， 


2) gD- pst) 





4 


t= 


A 


> Pip) pei() - 一 立 Ginprs(#) 


旺 亚 全 


< 





=- 也 2 一 skp 并 全 


让 好 >0， 得 


证 中。 





a | i 
2 1 这 VD 


柯 杀 英 二 洛 夫 向 前 和 向 后 方程 都 是 关于 gij(t) 的 线性 微分 


方程 组， 各 包 售 (三 





十 1 个 方程 。 如 果 gai 已 知 (《 通常 可 以 根据 


过 程 的 统计 性 质 确 定 )， 附加 上 初始 条 件 pij( 四 一 7 ， 就 可 以 


解 出 pj (#4)，#,j 一 
需要 指出 。， 对 3 


0,1,2,.……,N。 
Fr 状态 无 限 ( 即 具 有 无 限 多 个 状态 7 的 马尔 科 





去 过 程 ， 类 似 地 进行 上 面 的 讨论 ， 亦 能 够 获得 柯 尔 莫 哥 洛 夫 向 前 


DB05 。 





和 向 后 方程 。 变 状态 空间 为 召 一 {0,1,2, 小 ， 这 时 的 柯 尔 划 可 洛 
夫 向 前 和 向 后 的 方程 ， 只 霸 把 (3.12) 和 (C3.13) 式 中 的 育 改 为 co 尖 
订 。 
例 1 电话 交换 站 在 腻 向 [0,4] 内 来 到 的 呼唤 数 记 为 天 (1)。 
假定 ，(1) 在 时 间 (a,4+ 引 内 来 到 芍 呼 唤 数 及 (g 填 直 一 焉 (g) 的 
率 分 布 与 6 无关 ， 其 中 a0; (3) 寿 互 六 相交 的 时 间 区 间 内 来 
到 的 呼唤 攻 是 相互 名 立 的 ; (3) 在 间隔 长 为 4# 时 间 内 来 到 多 于 1 
次 呼唤 的 入 罕 为 o(48)， 这 里 o( ) 衣 吉 光 队 天 举人 显然 , 之 {0) 
外 81 例 3 分析 短 闫 (下 是 蕊 尔 科 闪 进 穆 。 求 此 过 程 的 转移 
概率 攀 数 。 
解 首先 说 明 此 马尔 科 夫 过 程 是 时 齐 的 。 事 实 上 ， 当 j2>%， 
一 (% 十 共 一 并 是 (一 针 
_ 卫 { 全 (《o) 一 下 (5 十 让 二 让 
PlY(a)=3} 
PP{X(a)=i,(a+t1) 一 (a) 一 7 一 习 
PA{R(a) = 让 
-由 候 定 2) 记 { 玉 C0) 一 计 P{X(Cg+ 让 一 玉 (@) 二 了 一 计 
五 1 县 Ko 一 个 
一 己 { 豆 (十 四 一 素 ( 国 一 一 全 
由 假定 (1)， 转 移 概 案 函数 与 4 无 关 。 
计算 gif。 
PM) = PA{YCIA) = ji 
=P{E(+A)=j = 人 i =} 
= 也 {在 (#,# 和 地] 内 来 到 了 一 次 呼 痪 [XX( 拉 三 让 
也 名 定 中 Op [在 (8,8-4t] 内 来 到 5 一生 次 呼唤 } ， 
AE 和 OM) ji 
由 候 定 (371 一 N40C4i)y .je 
A, 1 站 2 十 ， 
和 9 < 
































ip a et 


由 (3.11) 式 ， 
S 六， jj 了 二 6 十 1 
。 jt Oi | 
dij 二 lim fe ( i 二 一 几 > 了 一 省 
0 ，y<<t 或 了 ii 十] 





代入 (3.132) 式 。 并 取 4 一 0， 得 
i J E00), js1,2,. (3.14) 
pol) py) (3.15) 


于 方程 奶 满 足 初 始 条 件 P02(0) 一 603 的 解 为 
oj Cf) = Ea Jj=0,1,2,.…: C3.16) 


读者 名 四 数学 由 纳 法 自己 证 明 。 
一 般 地 ，3,12) 式 为 


人 5 


-sD 一 ~ hpitt) 


下 方程 组 满足 初始 条 件 p27(0) 一 6i; 的 解 为 

人 eat jl (3.17) 
计算 结 果 表 明 在 时 间 闻 蔚 { 内 来 到 的 呼唤 次 数 服 从 参数 为 14 的 
泊 松 分 布 。 此 过 程 称 为 泊 轮 方程 。 这 个 例子 亦 结 出 泊 检 过程 的 构 
造 方法 。 

在 讨论 下 面 商 个 例子 之 前 ， 先 介绍 负 指数 分 布 的 无 记忆 性 。 
元 记忆 性 的 直观 解释 为 ， 假定 某 件 产 品 的 寿命 玉 服 从 参数 入 的 负 
半数 分 布 。 用 过 一 段 时 间 后， 它 的 剩余 寿命 仍然 服 从 参数 的 
负 沸 数 分 布 ， 测 与 已 经 使 用 过 的 时 间 a 无关。 下 面 证 明 这 一 事 





p(t) = 


* 207 。 


EP 
ttre eed 


当 zz20， 负 指数 分 布 的 分 布 函 数 为 
了 (四 一 | Ae™Aardrm=l] 0 tT 


所 以 
Pl >r}=e th 
当 >0，#2>0 时 ， 剩 余 寿 命 芷 一 4 的 分 布 为 


一 __ PiX>u, 下 > 十 对 
PIX—w 22>0}= PPS 
_P{X>ot+»} 上 一 外 《可 二 区 


PIX Sa Aa 





= 4 





玻 
P{R—acxrlR a}—1— ei 

此 式 类 明 蛮 余 寿 命 仍然 跟从 参数 大 的 负 指 数 分 布 。 

例 2 考察 一 台 机 器 的 运转 情况 。 如 果 机 器 正在 运转 ， 则 认 
尖 处 于 状态 1 ; 如 果 机 器 正在 修理 ， 则 认为 处 于 状态 0 。 为 这 台 
机 器 配备 -个 修理工。 机 器 运转 一 段 时 间 后 届 到 故障 需要 修理 ， 
经 过 一 段 时 间 修 理 ， 当 机 器 修复 后 又 进行 运转 。 假 定 机 器 从 一 次 
起 动 直到 需要 修理 的 运转 期 是 随机 的 ， 服 从 参数 上 的 负 指 数 分 
布 ， 其 概 谈 密 度 为 Heat #320i 而 修理 工 修理 -- 次 ， 排 除 故障 
修复 机 器 所 需 时 间 亦 是 随机 的 ,服从 参数 入 的 负 指 数 分 布 。 假 定 机 
器 各 次 运转 期 相互 独立 ， 各 次 修复 时 间 也 相互 独立 ， 且 各 次 运转 
期 和 修复 时 间 之 闻 相 互 独立 。 记 卫 (#) 为 在 所 时 刻 机 器 所 处 状 
态 。 由 于 时 肇 以 后 机 器 的 状况 ， 仅 与 在 时刻 的 状态 以 及 计时 
麟 后 镜 余 运转 时 间或 剩余 修复 时 间 有 关 。 利 用 负 指 数 分 布 的 无 记 
忆 性 ， 所 以 玉 (#) 是 条 科 夫 过 程 。 试 求 此 马尔 科 夫 过 程 的 转移 
概率 函数 。 | 

解 “ 为 了 列 出 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方程 ， 先 确定 gi1。 当 4 殷 小 
上 时， 如果 机 器 在 主 时 判处 于 修理 状态 ， 而 在 #+4 时 刻 转 变 为 运 
转 状 态 ， 那 么 内 概 求 在 Ct, 十 堆 ) 时 间 内 机 器 修复 ， 此 时 ， 


* L208- * 














At 
po df) -| Neitdd—1— etdt Ad + Ot) 
科 





故 亲 
= Vm petdt) 
Gh! lm F 刀 
同样 可 得 
PotAdi) = 06dt +00) 
故 有 


. di 二 所 
利用 速率 冰 数 的 性 质 (3) 可 得 
do 一 一 旭 11 一 一 此 

因而 
一 入 六 
ev 
柯 尔 莫 哥 洛 夫 向 前 方程 是 
Oo) = hpio(t) TF par (i) 
到 (和 一 Apiotf) 一 及 于 和 和 9 $=0,1 
由 于 pio( 相 十 p08) 二 1， 因 而 pau( 人 二 1 一 pu(t) ， 代 入 上 面 第 
一 个 方程 得 
Pn) th)pio(t j= pp 
容易 解 得 





Dinkt) = 和 toe me 


利用 初始 条 件 po.C0) 一 1 和 poC0) 二 0， 可 以 确定 常数 6。 
因而 得 l 
所 十 和 EC 

RT 


Me tt 
Bol) 


Wd) 二 


» 209. 





再 利用 B20.( 让 ==14 一 Fio( 让 代入 上 面 第 二 个 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方 祥 ， 





得 
pe 
Yo) 于 a 
入 (+ 
pu (人 一 。 





例 3 考察 一 个 服务 窗口 前 顾客 排 跌 的 情 训 。 人 假定 排 卫 场地 
有 有限， 最 多 可 容纳 六 个 人 。 设 顺 客 的 来 到 数 是 例 1 中 的 泊 松 过 
程 。 如 果 顺 客 到 来 时 见 服 务 答 口 有 空 ， 屠 人 么 立即 接受 服务 如 果 
匈 到 了 服务 窗口 前 有 人 入， 但 不 超过 六 一 1 个 ,那么 他 排 到 队 . 上 等 待 ， 
舌 到 前 面 的 顾客 服务 完毕 ， 青 接受 服务 ; 如 果 见 森 服 务 窗口 前 有 
人 个人， 那么 他 立刻 离 去 ， 不 再 接受 服务 。 假 定 各 个 大 害 接受 服 
务 的 时 间 长 度 都 服从 参数 点 的 负 据 数 分 布 ， 旦 相 豆 独 六 ， 及 与 局 
沉 来 到 的 情况 独立 。 记 时刻 队长 ( 队 上 的 顾客 攻 》 为 (4) 。 
它 可 能 取 芍 什 为 0,1,2,-…; 入 。 由 于 时 记忆 后 队长 的 变化 情况 
仅 与 在 # 时 鹿 的 队长 有 关 ， 所 以 芒 (#) 是 村 尔格 去 过 程 。 
为 二 时 刻 以 后 疾 客 的 来 到 情况 与 所 以 前 无 关 ， 以 及 和 2 在 按 
受 服 备 的 版 客 的 嘎 录 服务 时 间 具 有 无 记忆 福 所 至 

为 了 烈 出 柯 尔 莫 对 党 尖 方 程 ， 汇 确定 gif 一 个 在 #4 时 刻下 
在 接受 服务 的 顾客 ， 在 (下 # 十 48) 时间 中 结束 服务 ， 亦 即 其 璋 余 
服务 时 间 工 小 于 省 ， 共 概 诗 为 

PAY A = I Ht pd + DA) 

如 黑 普 # 时 部 队长 为 CN 一 D， 而 在 《#51 十 二》 中 来 到 
一 个 顾客 ， 正在 接受 服务 的 顾客 还 未 股 务 完 、 那么 在 f+ 时 刻 
有 $+1 个 顾客 。 一 而， 概率 

Par CMY = [AA + OCAE I [Id 0(41)] 
一 2 和 十 604) 

















Di,i CA) 
3 一 


如 果 在 皇 时 刻 队 长 为 43m21)， 而 在 〈 天 4 二 人) 中 正在 接受 
服务 的 顾客 服务 完毕 ， 没 有 顾客 来 独 ， 那么 在 #41 时 刻 有 5 一 1 
个 顾客 。 因 而 ， 概 率 

Dit MY [pdf + oss) IL ~ Nd -0At)] 


= + oi) ， 
, : A) 
一 1i 加 ff 一 人 
帮 ei := Nn 


如 时 在 直 时 者 区 长 为 ji 1), 而 在 (和 44 中 设 
有 顾客 来 到 ， 正 在 接受 服务 的 靖 窜 没有 服务 完 ， 那 么 在 # 十 在 时 
麟 仍 有 个 顾 害 。 医 而， 概率 ， 
Dai dit)=11— AA# oCAHYTEE A oA) 
rl (hr) A old) . 


疏 gi His PE = + 





局 理 ， 因 六 
LE lt oC) 
pA) 1 hd +0(48) . 


所 以 人 INN Goo 二 一 久 
综合 上 面 计算 结果 ,- 并 利用 加 率 乱 隘 的 性 贰 贡 ， 林 得 
一 让 A 上 aa 个 
Tp tm) % ee ee 04..， 
0 一 (入 十 et 0 
QL. ee MT i 
0D 0 0 . 由 一 (和 士民 
0D 全 0 ee ee 此 一 此 





ns 





PDE) = ~ Mpio (Ft) + pntt) 

PU) = ~ HF DIE FAP) + ps #), 
1<i<N -1 
Dw) Api w(t) ~— wpi, nf) 
(3.18) 


求 这 个 微分 方程 组 的 解 芋 较 复杂 ， 这 里 不 作 介绍 。 
三 、 人 遍历 性 
蕊 杀 科 天 过 程 的 演 历 性 与 马 你 科 夫 链 的 遍历 性 相 业 似 。 这 里 
有 了 时 需要 区 分 有 限 杖 态 室 间 和 无 限 状 态 空间 。 设 有 限 状 态 空间 
下 一 40,1, 2 无限 状 太空 间 加 一 人 1323。 
”定义 若 马 尔 科 夫 过 程 的 转移 概率 的 极限 


lim pij(t) —gy, ,5 局 
存在 ， 目 与 名 无 关 ， 则 称 此 马尔 科 夫 过 程 上 共有 这 有 历 性 。 
对 状态 有 限 的 马尔 科 夫 过 程 ， 显 然 有 


机 
10 《5 一 01)2 NY), i pi=1 


了 = 


通常 称 {pjyj 一 0,1,2，，N } 为 转移 概率 函数 的 航 限 分 布 。 
对 状态 无 限 的 马尔 科 夫 过 程 ， 有 


1 这 0 (j=0,1,2,.), 产 241 


和 如果 {pj,j 一 0,1,2,…} 满 是 总 p; 一 1 ， 则 称 它 是 转移 概率 函数 


的 裤 黑 分 布 。 
当 马 尔 科 夫 过 程 具 有 遍历 性 时 , 尘 察 绝对 概率 54 (本 《too) 
的 极 昭 。 利 用 (3.9) 式 ， 绝 对 概率 的 航 限 为 


= 12 


人 





Bmp;(1) =lim» Ppist t) =2pr lim Dist tt 一 人 > 了 = pi 
和 
给 出 状态 有 限 的 马尔 科 夫 过 程 挫 有 遍历 铂 的 一 个 充分 条 
件 。 
定理 2 对 状态 有 限 的 马尔 科 天 过 程 ， 恕 果 存 在 如 >0， 使 
CE >0, 2 一 012 
则 此 过 程 是 遍历 的 。 
此 定理 的 证 明 较 长 ， 央 而 省 略 。 
例 4 讨论 俩 3 中 马尔 科 失 过 程 的 遍历 人 性。 直观 上 看 ， 从 队 
长 演出 发 经 过 时 间 # 后 转变 成 队长 为 了 总 是 可 能 的 ， 即 对 所 有 
的 瞩 并 区 0。 惠 用 上 而 定理， 可 知 极限 分 布 
lim DItt) = pj 了 一 012 ,NN 
存在 。 下 面 孙 此 极限 分 布 。 


在 方程 组 (3.18) 两 边 让 #>ee， 由 才 psj( 直 ) 极 眼 存在 ， 可 议 
江 明 lim p13(#)=0%", 因而 


和 


在 一 —Nhpot Hp 
0=— +upi hpi Tpins lil 
0=hpy_1— KPy 








广 1 泊 庆 态 有 限时 ， 和 式 汶 > ， 这 一 秘 号 显 航 成 次 ; 当 状 查 无 限时 ， 等 号 


上 成立 要 用 “一 致 收 化 福 ”， | 
注 2 利用 (#3.18) 式 ， 可 得 极 根 ]imp! j(1) 必定 存在 。 用 芭 证 法 。 如 时 


limp! = “>0。 任 给 & 20( 取 sa ， 提 避 定 》， 区 可 找到 了 0， 当 太 如 时， 
p! 1 (De 一 ez 有， 出 咎 回 - 闭 布 尼 越 公式 ， es tf pr Dpto) 
ts, 


二 (0 一 自生 一 10)，。 当 地 加 时 ，Pj( 们 99。， 则 与 lim pl)el 政 盾 ，。 网 桩 可 证 
位 mm Pi jt 不 能 成 立 。 于 是 ， 也 吕 2 一 0 
可 一 So "Po 
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mp EA i der a 


念 咯 二 一 7 十 贱 Fil i=1,2," No .上 和 式 芝 为 
人 wi C=O . 
对 了 一 中 15 1&IEN -1 
| w=0 | 
从 而 得 
| Wj= API1 pij=0 
即 
了 
pf 一 (二 )pj- 一 … ( ) go Lssjs NN 
利用 总 8; 一 1， 即 
| = 
SS := 
产 和 业 4 1 之 
可 得 | 
1 一 妆 
加 上 1 
A 
因 疝 
i (2) OjN 
了 二 1 人 站 SS 
办 ; 1 一 (到 ny 2 
本 - 
这 就 是 要求 的 极限 分 布 。 
四 ，、 独 立 增 合 过 程 1 
下 面 介 绍 独 也 增 展 过 程 的 定义 以 及 它 汪 和 丰 节 时 马尔 各 过 程 的 关 
系 。 


定 兴 ”如果 随机 这 程 { 瑟 ( 旨 EE[0:ee)} 满 是 下 列 两 个 条 件 : 
(1) XC0) =0, 
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《2)》 对 于 世 章 整数 mw(m% 之 3》 和 任意 tw 个 时 蓝 让 和 8 
(OE dn), 有 Cf) 一 人 (Es 玉 (E) 一 下 
莹 (tim) 一 全 (im-!) 是 mm 一 1 个 相 吾 独立 的 随机 变 车 ,那么 称 下 (让 
是 独立 增 荆 过 程 旺 。 如 果 独 立 增 议 过 程 的 每 一 增 晤 天 (a + 3) 一 
袜 (4) 的 袜 襟 分 市 与 4 无关 ， 那 么 称 为 平稳 独立 增 最 过 程 

在 上 曾 定 义 中 到 所 一 0， 对 独立 增 景 这 程 有 

i i) 

息 吉 独立 。 

需要 指出 ,这 个 定义 并 不 要 求 随 机 过 程 的 状态 空间 是 离散 的 。 

在 本 节 关 于 电话 交换 站 的 俱 工 中 ， 于 (1) 显然 是 平稳 独立 增 
量 笠 程 。 

定理 3 车 {了 (1),iE[0,co)) 是 状态 离散 的 平稳 独立 增 最 过 
程 ， 则 它 是 时 齐 马 尔 科 夫 过 程 。 

证 ”利用 条 件 报 率 的 定义 和 定理 的 假定 ， 

了 {是 (Cin 十 拉 二 J| 莹 (二名) 芝 (4) 二 和 人 (nn) im} 


-人 
于 二 《让 一 多 和 《生生 一 多 ’ :全 人 mm) 一 4 


PP (= 全 (1 一 此 (一 站 一 人 9 


PIF(iD= 全 7 束 让 一 砷 {二 和 一 各 y+ “ys 
起 (tim) 一 1 Dm i 1 tn 十 本 一 (im ) 二 7 一 ny 
Xm) in i i 时 
了] = {X(t ) 一 《一 -P{X(Ctm) 
PIXC) = PR) — R= 
一 一 1}P{S(tm 二 的 一 《和 mm) 一 了 一 my 
PlZ2 (inm)— Flin ) bm dm- 1 
PIT 十 8 一 Ein) = 了 一 到 和 
PIX(Gmt) Xm) i in PIX Cn) inl 
1 PAX{Em ) = Lm} : 




















: 广 有 毕 书 用 用 车 件 (2 证 久 独 还 增 是 过 程 ， 只 参考 蔬 (14] 第 193 抽 。 
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PER Sn} 


FP{X(fn)=im, TT {tn 二 区 二 个 
PIRtin)— idm} 


一 Pi 革 (imn+$) 一 站 这 (im) 一 让 

因而 羡 (#) 是 马尔 科 去 和 过程。 在 推导 过 程 中 ， 有 

P{X(imt+8)—=7|X(im) = 

= PIX(inTa)— K(fin) 7 iny 《3.19) 

再 由 独立 增 量 和 过程 的 平稳 性 ， 可 知 转移 概率 示 数 与 加 + 无关， 即 
马尔 科 夫 过 程 是 时 齐 的 。 

在 本 节 关 于 电话 交换 站 的 例 1 中 ， 亦 可 用 此 定理 说 明 互 (有 
是 蕊 尔 科 夫 过 程 。 





$4 消 松 过 程 及 黄 性 质 ， 


消 黎 过 程 是 工程 技术 中 较 多 见 的 马尔 科 夫 过 二 程 。 例 如 ， 在 电 
子 符 中 热 闵 极 射 护 阳极 斋 时 间 变 化 的 总 电子 数 ， 放射 性 物质 放射 
出 的 葡 时 间 变 化 的 总 & 粒子 数 ， 服 务 系统 来 到 的 随时 间 变 化 的 总 
顾客 数 等 都 是 泊 松 过 程 。 叉 如 上 节 例 1 中 电话 将 搞 站 来 到 的 随时 
间 变 化 的 呼唤 总 数 普 是 泊 松 过 程 。 泊 松 过 程 有 商 种 定义 方法 ， 介 
绍 如 下 ， 

定义 1 设 随机 过 程 {XX(#), iE[0， 让 的 无 限 状态 空间 是 

二 0,1,2,"…}。 若 油 足 下 草 两 个 条 件 ; 

(1) 在 (机 是 平稳 独立 增 量 过 程 ; ， | 

(2) 对 任意 4 ,12>0， 每 一 增 量 Tat) 访 ta) 非 抽 ,有 瑟 服 
从 参数 为 hi 的 泊 松 分 布 ， 即 有 

P{X(atD) -X= = e012 


(4.1) 
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其 中 >0， 则 称 焉 (2) 是 具有 参数 的 泊 松 (Poisson) 过 程 。 
定义 2 设 随机 过 程 { 匀 (#),#EE0, oo)} 的 无 限 状态 空间 是 吾 
= 0 ,1,2,-…'}。 洁 满足 下 列 两 个 条 和 件 : 
(1) 入 (1) 是 平稳 独立 增 最 过 程 ; 
C2) 对 任意 % ,i>0， 增 盟 下 (a 十 们 一 至 (8) 非 负 ， 且 有 
P{R(t+4AIY— T=1}=Adi odi)y (4.2) 
{f(t 二) 一 玉 (1) 守 2 二 0(4#) (4.3) 
其 中 %>0， 则 称 及 (i) 是 具有 参数 的 泊 松 (Poisson) 过 程 ， 
这 疯 种 定义 中 的 条 件 人 1 是 相同 的 ， 所 不 同 的 是 条 件 (2)。 前 
者 给 出 增 量 的 县 体 报 率 分 布 ,后 者 给 出 在 小 时 间 间 隔 44 内 引 超 增 
量 分 布 的 极限 性 磋 。 本 说 
后 者 从 微观 上 给 出 增 量 的 分 布 。 汽 松 过 程 是 独立 增 量 过 程 ， 
节 定 理 3 可 以 判断 它 是 马尔 料 夫 过 程 ， 且 全 (0) 一 0。 
定理 1 定义 1 与 定义 2 是 等 价 的 。 
证 由 定义 2 推出 定义 i1 成 立 ， 只 要 直 {4.2) 和 (4.3) 式 导出 
(4.1) 式 即 可 。 事实 上 ， 在 上 节 的 人 鲁 1 中 已 经 进行 了 证 朋 。 
由 定 义 1 推出 定义 2 成立, 只 要 由 (4.1) 式 导出 (4.2) 和 (4.3) 
式 即 可 。 事 实 上 上 ， 由 (4.17 式 可 得 
PiR(i 4A — (i=l hdie 4 一 和 和 小 0 人 
和 


PX) -X= 六 CD 


= i)? 己 全 和 一 6-44t 一 0C4#)， 证 毕 。 


”下 本 讨论 另 一 各 和 9 他 法 各 一 计数 守 各 个 从 计 
” 数 过 程 的 角度 看 泊 松 过 程 。 

没 1 下文 。,… 是 相互 儿 立 的 非 负 随机 变量 ， 且 每 一 个 了 
机 变量 服从 参数 的 负 描 数 分 布 ， 即 于; 的 分 布 密度 为 


* 217 。 


. 本 

j=| 0 ,ze0 | 

其 中 全 90。 如 单 有 从 等 时 项 超 算 。， 下 1 理解 为 第 -一 个 “事件 ”的 发 
竺 时刻， 五 : 理解 为 第 -个 “事件 ”发 生 与 第 二 个 “党 件 ” 发 生 
的 相 隅 时间 ， 袜 :理解 为 第 二 个 “事件 ”发 生 与 第 三 个 "事件 ” 

发 生 的 相 陋 灶 间 。，.…… 。 一般 地 ， 卫 n 理解 为 第 % 一 上 个 “ 弄 件 ” 

发 生 与 第 和 个 “事件 ”发 生 的 相隔 时 间 ， 见 图 #4-3。 邻 Sn 一 生 : 十 
站 ,十 … 十 率 ，% 一 1,3,…。 它 开 示 第 加 个 “事件 ”发 生 的 时 刻 。 

征 [0,5] 时 间 内 发 生 的 事件 数 记 为 下 (她 ， 即 


站， EP pp 吝 ， 站 
ER 订 作 "第 人 个 “东信 
篇 -个 " nn nm bs El [3 

爱 生 对 吾 第 放生 时 划 生 
发 生 肝 应 ; 发 生 队 区 5 仆 天 和 
”发 生 时 齐 
轩 4-3 
日 ， 洲 二 > 


下 (后 一 
?1 9 ， 落 Si, Snii > 


则 称 { 和 (itEf0,co) 为 具有 负 指数 癌 耳 的 计数 和 过程 。 

计数 过 程 芋 (#) 的 状态 空间 为 召 一 10,1,2，… 小 ， 它 是 时 间 束 
续 状 态 离散 的 随机 过 程 。 具 有 负 指 数 隔 的 计数 过 程 和 汇 松 过 程 
之 间 有 非常 密切 的 关系 . 

演 虚 泊 松 过 程 {时 (站 ,iEco}。 它 的 样本 新 省 加 图 4-4 所 示 。 
把 每 一 个 了 吵 跃 滴 加 1 的 时 肇 次 作 “事件 " 发 生 时 让 ， 如 此 以 下. 表 
示 第 1 个 “事件 ”发 生 时 刻 , 以 卫 n(rm2>2) 表示 第 mw 一 工 个 “事件 ” 
与 第 个 “ 囊 件 ”发 生 时 刻 之 闻 的 间隔 。 于 汪 ， 苹 (4) 怡 好 类 示 
在 [0,#1 时 间 内 发 生 的 事件 数 ， 可 以 着 作 计数 过 程 。 
“ 定 捍 2? 泊 松 过 程 { 卫 (1),fE[0,co)} 是 具有 负 指 数 间 隔 的 
计 烤 这 稳 。 
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0 第 了 个 "事件 第 于 个 “这 作 5 第 3 了 个" 率 伴 " 第 荆 个 事件 " 
发 生 时 浊 。” ”发 生 时 齐 。”， 发生 时 刘 发 生 时 前 5 。 基 和 
发 生 时 忒 
图 -4 
证 只 要 证 明 上 面 的 在,, 壬 ,，… 是 相当 独立 、 具 有 相同 概率 
分 布 的 随机 变性 ， 旧 每 个 瑟 t 都 服从 参数 入 的 负 指数 分 布 即 可 。 
”因为 莹 (#) 是 泊 检 过程， 所 以 在 ta， 4 二 要 时 间 内 没有 "事件 ” 
发 生 的 概率 为 
P{X(a+i)— X00 tt 10, gq0 
考察 下 | 的 概率 分 杭 。 
P{X i}y— P{E()=0=6 2t 
下 看 下 ,对 全 ,的 条 件 概 率 分 布 ， 
P{X,>ilT ms}= PIR,>t, Xsl¥,=8} - 
一 三 (在 (8 1 寺 间 内 没有 “ 事 作 ” 发 生 | 忆 : 一 碳 
一 忆 { 下 (8 十 失 一 下 (s)]= 01 革 ,一 #8} + 
由 于 泊 松 过 程 是 独立 增 量 过 程 ， 故 
P{X,>t X=s}=P{X(s+t) -A(s)=0 -=e 
因而 发 , 亦 是 参数 的 负 指 数 分 布 ， 且 与 下 ,独立 。 
运 骨 同样 的 方法 可 证 这 服从 参数 入 的 负 描 数 分 布 ， 县 与 
芒 ,, 寺 2 "yl 独 记 ， 宁 是 是 已 理 得 到 证 明 。 
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我 们 丕 加 证 明 地 指出 ， 上 述 定 理 的 道 因 是 成 立 的 ， 即 有 下 面 
定理 。 _ 
定理 3 设 于 (1) 是 具有 负 指数 间 柄 的 计数 过 程 ， 则 宅 是 泊 
松 过 程 cE。 
最 后 指出 ， 泊 办 过 程 的 数学 期 加 
EEX(NT=N 
所 以 它 不 是 平稳 过 程 。 


35 时 间 连 续 状态 态 连 续 的 马尔 灶 夫 过 程 ， 
- 维 纳 过 程 


、 马 尔 科 夫 过 程 的 定义 ， 转 移 概率 窗 度 。 

床 革 讨论 时 间 迫 续 状 态 迁 续 的 马尔 科 夫 过 程 4X(1)， >0}, 
设 状态 空间 也 == 《一 coco)。 : 这 种 马尔 科 夫 过 程 的 定义 要 用 到 条 
件 分 布 函数 起 条件 分 布 密度 。 为 此 ， 先 回 所 一 一 下 概率 论 中 的 条 件 

分 布 。 设 随机 矢量 为 (全,, 立 ,,…, 芋 a)"， 作 

Fr, Crnl 了 一 区 下 一 加 “ 区 1 一 3 1) 

一 lim PIXn 人 rn hi nl 

ne 

一 了 om SO 

ee 
了 ns 一 下 < 是 TS 一 和 Sr 

{和 人 | 
(5.1) 
称 之 为 在 be ,Xa 条 件 下 下， 的 条 件 分 
布 函数 。 





注 证 明 见 参考 书 [16] 第 144 页 。， 
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车 条 件 分 布 函 数 的 导数 ， ， ，.-: 


1 . 
xn 《za 到 一 ;站 yn 


二 fz， (rn] Tis " nn) . 5.2) 
存在 ， 则 称 还 登 数 为 在 一 0 下 2 一 0 四 nm 一 和 nm- 过 件 下 
下 的 条 件 分 布 密度 。 ”” 
定义 ” 设 随 机 过 程 { 耻 (#),1E[0, oo)} 的 状态 空间 吾 = 
(一 a0so0)。 若 对 任意 自然 数 m ,任意 mw 个 和 ,7m(04 之 ， 
之 <fm) 以 及 任意 8>0， 有 了 (tm 十 8) 在 条 件 玉 (f1) 二 zi， 
5 一 1,2,…,?m 下 的 条 件 分 布 隙 数 等 于 下 (tm 十 的 在 条 件 环 (im) 
一 2 下 的 条 件 分 布防 数 ， 革 
Flr,tn ts r., Ems bss ee 
=F(yimtalrm im) (5.3) 
其 中 | 
Flrstmt 3 Tstis ras fan's Tms Em) | 
Fxenotil RU) 7 (2) rim) =7m) (5.4) 
和 


六 


FOr imt sm im)= Fat (TI (Fn) =%m) 
(8.8) 
则 称臣 (#) 是 马尔 科 去 过程。 . . 
(5.3) 式 表示 过 程 的 无 后 效 性 。 需要 指出 ， 这 种 定义 马尔 科 
夫 过 程 的 方式 ， 刘 适 用 于 定义 马尔 科 夫 能 和 时 间 连 续 状态 亢 帮 的 
马尔 科 夫 过 程 。 
5. 式 给 出 的 形式 为 。 
EACHIPAO Hc (5. ©. 
此 马尔 科 夫 过 程 芋 (#) 的 转移 概率 分 布 函 数 。 “ 它 刻 划 在 
“ 时 刻 处 于 2/ 状态 条 件 下 ， 时 向 进 到 时 刻 时 过 程 状态 的 概率 
分 看 
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显然 ， 转 称 分 布 函数 具有 下 列 性 哇 ， 
(1) OPCr,t|r’ ,4 ) El; 
(2) 六 Cz,#1r 51) 对 各 非 降 ; 
(3) 百人 28 87) 对 区 汪 连 续 
{0 lm Fg,é1z’ ,i’)=0, lim F(x, tort) 
通常 现 定 四 
1 2 
WE Fw, sr! of 0 ss (5.7) 
当 (5. 8) 式 中 转移 概率 分 布 函 数 仅 与 时 间 闻 隔 Et 有 美 ， 
而 与 转移 的 起 始 时 刻 i 无 闫 时， 记 作 | 
Pe AA (5.8) 
或 
下 人 [2 一 09) 
称 下 (1) 为 时 齐 马 尔 笠 夫 过 程 。 
如 果 (5,.4) 和 35， 5) 趟 中 条 件 分 布 肖 数 对 2 :的 导数 存在 ， 


frstmt ss fi Lesta, "ms tn) 
= Pr, int sl ti tye sm tn) .6.10) 
和 | 
Tr, tmnt ons tn) = EF (est li 本 {5;11) 


那么 Z(t) 是 马尔 科 夫 过 程 的 充分 } 必 要 条 件 是 
Frotntis| ty fis Ras das" ym im) = f(ss tm lom, im) 
. (5,12) | 
成 立 。 这 里 了 (x dm 二 31xm, tm) 称 为 马尔 科 去 过 程 下 (#1) 的 转 昔 
〈 杠 率 ) 分 布 密度 ， 即 
jz i) Crd yt 《5.13) 
刘 划 马尔 笠 夫 过 程 状态 转移 的 概率 规律 。 
F229 


通常 规定 
fF rsd pr, ds— 2) (8.14) 
其 中 6 湛 示 单位 脉冲 函数 。 这 目 由 于 楼 求 在 二 时 刻 具 有 概率 分 
布 王 { 环 (人 一 2 人 一 1。 
当 转 移 分 布 密 度 仪 与 转移 的 时 间 间隔 有 关 ， 而 与 起 始 时 刻 天 
甘 时 ， 记 


Flx|x’ sr + TD .. (5.15) 
此 村 马 9 尔 笠 大 入 {+ 程 是 时 章 航 。 . 
例如 ， 凌 数 : 
天 [区 [了 :一 -Te i » oO0,70 


可 作为 时 齐 蕊 尔 科 夫 过 程 的 转 黎 分 布 密度 。 

二 、 切 普 量 森 尔 莫 禾 洛 夫 方程 

定理 1 设 { 二 (殷红 10，co) 直 是 区 和 尔 科 兴 过 程 ， 则 对 
05t) ti 有 : ， 加 

fr st = fwss ts [xs, pf br tala, 1 dr 

(5. L168) 

个 方程 称 为 切 亚 要- 林 尔 莫 导 洛 类 (Chapman-Kolmogrev) 为 

和 竺 别 地 ， 对 时 齐 马 尔 科 夫 过程 有 


jos 可 一 人 FearnD7Gcalzoaams Ge) 


(5.16) 和 (5.17) 式 给 出 了 转移 概率 密度 之 间 的 关系 。 、 
证 利用 公式 .. 


hla) faddr 





得 i 
Firssfs lz), £1) -| Frss tisrss alt $1) dx 了 《5.18) 
此 式 中 .| 
223 。 


Fa a ts) 
flmst 上 
rt;t 1 to vas ta dis Ts te) 
Ft £1) . 








由 无 后 效 性 知 

f Cx, sys To tal st = flrs rs es lr ty 

一 大 (共生 和 下 下 (Za 和 ss 

代入 (5.18) 式 ， 立 即 可 得 (5.16) 式 。 定理 证 毕 。 

对 于 时 间 连 续 状 坊 连 续 的 马尔 科 夫 过 程 ， 它 的 转移 概率 分 布 
责 数 或 分 布 密度 如 何 确定 呢 y 有 类 特殊 的 马尔 科 夫 过 程 一 一 扩散 
过 程 ， 它 们 分 别 满足 两 个 偏 微 分 方程 ， 统称 为 柯 尔 莫 豆 洛 夫 方 
程 。 其 一 为 向 前 方程 ，. 努 一 为 向 后 方程 。 确 定 转移 概率 分 布 函 数 
或 分 布 密度 只 要 和 解 柯 尔 莫 野 洛 夫 方程 即 可 。 限 于 篇 烦 ? 我 们 不 作 
介绍 。 下 面 仅 介绍 一 逢 特殊 的 马尔 科 失 过 程 维 纳 过 各 

、 维 纳 过 程 和 布朗 运动 

在 § 3 定理 3 中 指出 : 类 态 离散 的 平稳 独立 增 量 过 程 是 关 态 
离散 的 时 齐 马 尔 科 夫 过 程 。 这 个 结 论 对 连续 状态 的 随机 过 程 亦 是 
正确 的 。 我 们 不 加 证 明 地 给 出 如 下 害 更 。: : :+ 

定理 2 设 {X(1),1E[0,o0)} 是 状态 连续 的 平稳 独立 增生 
过 程 ， 而 状态 空间 百 = (一 oo, oo)。 则 它 是 时 和 齐 马尔 科 夫 过 程 。 

现在 介绍 维 纳 过 程 的 定义 。 

定 兴 ” 设 随 机 过 程 { 评 (和 ,8 的 ,so)h :的 状态 空间 是 加 = 
一 co,ee)。 苦 满足 

(1) 辽 (1) 是 平稳 独立 增 最 过 程 ， . 

(2) 每 一 增 量 攻 ( 引 一 琉 (s) 服从 均值 为 零 和 方差 为 olt 一 
| 的 正 态 分布， 且 oo 站 0; 
则 称 它 为 维 纳 fWienery 过程 。 

特殊 地 ，e 等 于 1 的 维 纳 过 程 称 为 标准 维 纳 过 程 。 


= 224 。 











怖 要 指出 ， 纵 纳 过 程 是 胖 稳 独立 增 量 过 程 。 根据 独 立 增 量 过 
程 的 定义 ， 维 纳 过 程 有 芋 (0) 一 0。 

维 纳 过 程 最 早 是 在 研究 布朗 运动 时 发 现 的 。 布朗 运动 在 $1 
例 3 中 已 作 过 介绍 , 它 是 指 花粉 在 水 面 上 作 随 机 不 规 由 运动 ,不 炉 
将 水 面 上 平面 学 标 系 的 原点 取 在 花粉 的 起 冶 位 置 。 花 粉 在 耻 时 刻 
、 所 处 位 置 的 横 坐 标 和 织 坐 标 分 喘 用 下 (有 ,5( 映 表 示 。 这 样 ; 下 (本 
和 了 (i) 分别 是 维 纳 过 程 。 直 观 上 看 ， 至 (让 (或 下 ( 们 ) 是 符合 
维 纳 过 程 定 义 中 的 两 个 条 件 的 。 首 先 它 在 起 始 时 刻 位 于 原点 ; 又 
在 各 个 不 相交 时 间 握 隔 中 花 粮 说 必 方 向 的 位 移 是 所 全 影响。 相 忒 
独立 的 ; 且 在 每 一 盘 时 间 间 踊 中 滞 xz 方向 位 移 服 从 正 态 分 布 ， 自 
于 左 移 与 右 移 距离 的 烽 率 分 布 是 对 称 的 ， 所 以 数学 期 望 为 志 ， 而 
刻 划 位 殴 分 艇 程度 的 方 邦 正 比 于 下 关 全 全 的 基 度 。 鉴于 上 述 原 
因 ， 维 纳 过 程 亦 称 为 布 庚 运 动 。 本 

由 定义 ， 维 纳 过 程 是 平稳 独立 增 二 过 程 。 利用 上 面 定理 2 ; 它 
是 马尔 科 夫 过 程 。 类 似 于 (3.19) 式 ,转移 概率 分 布 密度 等 于 在 相应 
时 刻 上 江 量 的 分 布 密 庆 ， 因 此， 维 纳 这 程 的 转 各 分 布 窗 度 为- 


1 WY 
fl i oe op | 2 
(5.19):- 


定理 3 维 纳 过 程 是 正 态 过 程 。 

证 维 纳 过 程 大 (可 在 如 和 ay (0 和 im) 时 
上 的 吕 维 概率 分 布 为 ( 互 (iD) 加 (8 二 (87 的 名 维 分 布 。 
然而 


次 


tt 





在 ff) 一 [二 (一 二 (0 十 [二 (的 ) 一 全 [了 】 
i) =[R(#) 一 入 《0)] 十 [让 (#2) 一 六 (#1)] 
十 [证 ($f) 一 六 (#2,)] 


Hx) XO)I+LYE) RE) 
1] 


(re-try x0 


= D2 。 


由 维 纳 计 程 定 义 ， 及 (#41) 一斑 (0)， -一 人》 “ ， 福 (tn) 一 
这 (in.1) 是 祖 王 独立 的 正 态 变量 。 利用 附录 中 多 维 正 态 分 布 性 质 
4 可 得 ( 疏 【) 有 (加 29 了 人 多 维 正 态 分 布 - 因 陛 ， 
在 ( 拉 是 正 态 过 程 。 

下 页 讨论 维 纳 过 程 的 数学 期 雇 和 协 方 差 函 数 。 

定理 4 维 纳 过 程 屋 ( 配 的 数学 期 望 mxftty0， 协 方 益 函 
数 Oxts,t) 一 o*min(#,#)。 | 

由 此 可 见 ， 动 方差 基数 与 引 、 和 部 有 关 ， “因此 维 纳 过 程 不 是 
平稳 短 机 过 程 。 

证 先 算 数学 期 望 ，. 

. mx(tt}=— 人 BE BIT) -TO = 
再 算 协 方差 调 数 ， 当 4 8 

Ox(s,2)= BIX(I) XC) = EI[X(s) | 

一 革 (0)] 和 [ 萤 ( 引 一 芳 (8)] 十 [证 (3) 一 芋 ( 们 说 
一 [ED 一 区 Oo 和 


局 理 ， 当 #8 >i, 





Dx(#,t)=at 


Ox(s, 1) 0 ymin(s, £) 
下 面 讨论 截 纳 过 程 的 艾 方 连续 性 和 均 方 可 微 性 。 . 
定理 5 准 纳 过 程 京 ( 划 在 1>0 均 方 连 伟 ， 日 不 均 方 可 村 。 
证 利用 第 一 章 $ 5 中 随机 过 程 均 方 连续 的 充 要 条 件 ， 由 于 
Bxr(liist) = Ortt t= omin(t,, ta) 
一 | oO 
of Ft 


在 第 一 象限 的 分 角 线 上 连续 ， 所 以 维 纳 过 程 均 方 连续 。 又 第 一 章 
$ 5 中 随机 过 程 卫 (#) 均 方 可 导 的 充 要 条 件 是 极限 
s 妆 交 SS 


lim RXtt th +h RxG th Rx(t ,ihO+ 在 工人 二 村 
Re, hh C4.20) 
存在 只 .有限 。 对 于 维 纳 过 程 ， 在 上 上 式 
中 到 >05h7 >0,h<h/ ( 见 图 4-5)， 





t 


此 极限 为 | tht 
lim 卫士 下 Tim 和 
Mn A 


丙 而 ，(4.20) 式 中 极限 不 存在 。 故 维 
纳 过 程 不 是 均 方 对 导 的 。 定 理 证 毕 。 





习 题 


1.。 将 一 里 融 子 扔 很 多 次 。 记 三。 为 第 和 次 扔 正面 出 现 入 点 
数 ， 问 { 瑟 (nm] ,mm 一 1 2，… 作 是 马尔 科 夫 链 码 ?+ 如 果 是 ， 试 写 出 一 
步 转移 概率 矩阵 。 义 记 Ym 为 前 次 扫 正 斧 出 现 点 数 的 总 和 ， 问 
{Cm ,nm 二 1,2,…} 是 马尔 科 夫 链 吗 ? 如 果 是 , 试 写 出 一 步 转移 概 
趟 。 

2。 --… 个 质点 在 直线 上 作 随 机 游 动 ， 一 步 向 有 的 概率 为 p 
(0<p<1),， 一 步 向 左 的 概率 为 949; 9 一 1 一 B。 在 X=0 和 z=4 处 
放 曙 吸 收藏 。 记 时 (mw) 为 第 m 步 质点 的 位 置 ， 它 的 可 能 值 是 
0,1,2，…,6。 试 写 映 一 步 转 移 概 率 和 矩阵 。 

3. 作 一 到 独立 的 贝 努 里 试验 ， 其 中 每 一 次 出 现 “ 成 功 ” 的 
概率 为 (0 之 p 之 1) 出现“ 失败” 的 概率 为 #9，9 二 1 一 pP。 如 果 
第 钊 次 试验 出 更“ 失败 ”认为 了 (wm) 取 数 亿 零 ; 部 果 第 次 试验 
出 现 “ 成 功 ”, 且 接连 着 前 面 上 次 试验 部 旱 现 成功", 而 第 一 上 次 
斌 验 出 现 “ 失 败 ”; 试 为 五 (m) 取 小 秆 亡 。 问 {人 芝 (9 ,mn 二 1,2,.… 

+ 227 。 





是 马尔 科 夫 链 吧 ? 试 写 出 其 一 步 转移 概率 。 
4. 在 一 个 罐子 中 放 有 50 个 红 球 和 50 个 兰 球 。 每 随机 地 取 


出 一 球 后 ， 聘 放 一 新 球 进去 ， 新 球 为 红 球 和 兰 球 的 概率 各 为 半 。 


第 多 次 取出 一 妹 后 ， 允 放 一 新 妹 进 去 , 赣 下 的 红 球 数 记 为 十 (Cn)。 
问 f 革 (0) mm 一 0 1,2,-…} 是 马尔 科 夫 链 吗 ?9 斌 等 出 一 此 转移 概率 
矩阵 ( 当 wz>50)。 

5，。 蓝 机 池 扔 两 梓 分 市， 每 校 分 币 的 面 有 “国徽 ”和 ”分 值 ” 
之 分 。 生 (9 表示 两 枚 分 币 所 和 次 后 正面 出 现 “ 国 艇 ” 的 总 个 数 。 
试问 十 (ma 是 否 蕊 这 科 夫 链 ? 写 出 一 步 转 移 概 率 。 

6. 所 一 旺角 于 ,和 如果 前 % 次 扔 出 现 点 数 的 最 大 值 为 了 ,就 说 
广 (9) 的 值 等 于 了 。 试 问 { 生 《Cn 一 1 2 是 不 是 马尔 科 夫 链 f 
并 写 出 一 步 转移 概率 怎 阵 。 

7. 假定 随机 变量 及 ,的 概率 分 布 为 

P{Yu=l} =p, PIR =—1}=1~p, 0<p<l 





对 部 亚 0 1 2， 和 定 艾 

居 0 当 %w 沪 偶数 
(2) = 
2%) 1 一 避 o 汝 多 为 寡 数 

《I) 荐 出 { Cn 一 912 的 所 有 样本 函数 ; 

(2) 说 明 { 革 (wm) 一 0 1 3 小 不 具有 马尔 科 夫 性 人 即 无 司 
效 性 ? 。 . i 
8.。 将 适当 的 数字 填 在 下 面 空白 处 ， 使 失 胜 


228 。 








产 
全 

如 | 吃 co 
性 | 
ST 


是 一 步 转移 概率 和 矩阵 。 
9。 设 马尔 科 夫 链 的 一 步 转 移 概 率 和 矩阵 为 


bei 王 to 上 Com 
| mm mi 


试 求 二 步 转 移 概 率 和 矩阵。 
10。 设 马尔 科 夫 链 的 一 步 转移 概率 矩 陆 为 
i 2 党 了 
Ty 
其 中 p>>0，9>>0，8+4 一 1。 试 求 二 步 转移 概率 矩阵 和 三 步 转移 
概率 矩阵 ， 并 用 数学 归纳 法 证 明 一 般 % 步 转移 枝 率 炬 阵 为 


P - 引 





1+ tp 一 的 2 1—(p—g)"] 
I Cp lt)" 
11， 设 马尔 科 去 链 具 有 状态 空间 召 一 {1,2,3}， 初始 概率 分 


“2 


布 为 


Oy 1 A 
= 


2 一 过， - 一， Ds = 
和 一 步 转移 横 率 矩 宪 
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1 3 
| 4 
1 1 1 
P= 3 3 3 
i 3 
0 4 到 


(1) 计算 PfY(0) 一 1, 玉 (1) 二 2, 六 (2) 一 2}， 
(2) 试 证 P{XA(D) 2, (2) 2 0) =1} ps 
(3) 计算 p102)。 
12。 设 芭 尔 科 夫 链 具 有 状态 空间 吾 一 11,3}。 初始 概率 分 布 
为 
pI 一 万。 p=6, oO0, B00, oath 


{1) 讨 算 卫 {(0) 一 1, 玉 (1) 一 2, 芋 (2) 一 2}; 

(2) 计算 已 { 瑟 (一 工 , 下 合十 一 2 让 ( 人 十 们 二 1 一 1 ,2 3; 
(3) 计算 已 { 克 (人 一 1 下 人 十 2 二 21 ,n= 二 1 2 .3 

C4) 计算 P{E(m42)==2}， N= 一 1 ,2,3; 

45) 在 (1 到 (4 中 蔚 些 依赖 mw， 哪些 不 依赖 于 nn? 

13， 在 上 题 中 ， 初 婚 分 布 取 为 


[| S [9 . 2 
1 


D1 一 LP Ts 


试 对 R=1 ,2,3 诗 算 其 绝对 概率 分 布 DY, J 
14。 设 马 尔 科 去 链 的 一 步 转移 概 率 和 矩阵 为 
* 30 。 


-1 0 0.0 8 
| 0 1 0 0 0 
P= py 0 yg r 0 
证 0 0 gog 7 
» + 0 0 3 


其 中 p>0,9>0,7>0， 且 器 w=1， 若 租 瞪 罕 分 布 为 
p00, .== ,人 各 一 二 Pe 一 0， Le 一 
试 对 3 一 1,2,3 计算 其 绝对 概率 分 布 $2? ，pY ,F072 
15. 在 第 9 题 的 马尔 科 夫 链 中 ， 转 移 概率 的 极 民 1im ps3 (9) 
是 普 存 在 ， 此 链 是 否 记 历 ? 并 求 航 限 分 布 。 
16. 在 第 11 题 的 马尔 科 夫 键 中 ， 转移 概率 的 级 根 1Him 了 5 
(9 是 佑 存在 ， 此 链 是 否 遍 历 9 并 求 航 限 分 布 。 
17、 在 第 10 三 的 马尔 科 夫 链 中 ， 取 初始 概率 分 布 
一 
其 中 20 有 230,a 十 及 一 1。 
(1) 和 镜 用 第 10 入 的 结果 计算 转 殉 概 率 的 极限 fim pij (7)， 
(2) 利用 遍历 性 完 埋 求 转移 概率 的 极限 Lim pas(m); 


(3) 计算 第 mm 时 刻 的 绝对 机 率 分 布 的 ”38 
《4) 求 绝对 概率 级 极限 分 布 lim zxo 。 


， 在 直线 .上 上 的 一 维 随 本 游 劲 ， 一 步 向 右 和 向 左 的 概率 分 钴 
为 pg 和 y， 而 间 =1 一 p;0<p< 芝 1 在 j=0 和 X==4 外 置 完全 反 
射 壁 。 记忆 () 为 第 % 步 质点 所 业 位 置 ， 它 可 能 取 约 值 为 0,1， 
2，… ,4。 试 窟 出 此 马尔 科 去 链 的 一 步 转移 窑 率 矩阵 ， 并 求 它 的 
平移 分 布 。 
19. 假定 某 商 店 有 一 部 电话 。 邵 固 在 时 刻 1 电话 正 被 使 用 ， 
那么 器 苹 (1) =1， 否 风 置 全 (8) 一 0 。 候 宁 { 居 全 ) ,tf 之 时 具有 转 
殉 概 率 和 矩阵 








+ 
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lr?7e st ?Te st 














| 8 8 
一 | | os 7 十 e- 时 
| Te THe 
又 假定 初始 分 布 为 
ol 日 


(1) 计算 矩阵 (0); 

(2) 验证 (#4) 的 每 一 行 元 素 之 和 等 于 11 

(3) 计算 概率 : PLX(0,2)=0},P{XY(C0.2)=0| 信 (0) 一 0}， 
P{X(0.1) 二 0, 此 (0.6) 二 I, 半 (1,1) 二 1| 玉 (0)=0} ,P14 (1. 1) 
=—0, (0.0=1, X00,1)=0}; 

(4) 计算 上 时 刻 的 绝对 概率 分 布 ， 

(5) 计算 A(#)， 从 而 得 到 速率 矩阵 @; 

(6》 验算 矩阵 @ 的 每 一 行 元 素 之 和 等 于 零 。 

20. 该 刁 下列 速 率 矩 阵 @ 的 室 自 元 素 。 
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24 随机 过 程 卫 (#) 表示 在 (0;,#) 时 间 内 某 种 事件 发 生 的 个 
数 。 设 恰 有 一 个 事件 在 时 间 (#8 十 4f) .内 发 生 的 概率 不 依赖 于 
时 刻 前 的 竹 志 ， 且 等 于 at ta4f 十 of(4 们 ， 其 中 .6>>0，5>0 而 
多 于 一 个 事件 发 生 的 概率 为 o(4#)。 假定 两 个 互 下 相交 时 间 区 同 
内 各 发 生 的 事件 数 相 互 独立 。 试 证 在 上 时间 (ws5) 内 没有 事件 发 生 
的 概率 是 
| exp{—ab(e" eo?)}. 

提示 ， 先 导出 转移 概率 函数 poo(lf) 所 满 是 的 微分 方程 ， 再 
求解 得 poo(1)， 所 求 概率 为 poo C5) /poslu)。 
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23， 随 机 过 程 忆 ( 交 表示 在 和 寺 刘 ft 某 生物 群体 为 的 个 体 数 。 
设 任 何 个 体 庆 长 为 二 的 时 鹿 内 生出 田 一 个 个 体 的 概率 为 好 十 
old#)。 仿 定 个 体 不 会 死亡 ，: 且 各 个 个 体 的 生殖 是 相互 独立 的 。 
车 初始 时 有 6 个 个 体 ， 即 及 (0) 二 sa， 其 中 o>0 。 涝 证 明 转 移入 
率 函 数 满足 徽 分 方程 

pat) = aNpaalt) 

ps = — paitt) + Ci— Dpa, i el 
试验 证 此 方程 组 满足 初始 条 件 paa (0) 一 1 的 解 是 
Past) = O40 et)i-e, 226 

23，、 庶 有 & 台 机 器 。 假 定 每 人 台 机 器 的 使 用 寿命 是 随机 的 ， 都 
服从 参数 卢 的 负 指 数 分 布 ， 囊 棚 互 独立 。 设 储 (#) 表示 在 # 时 刻 
能 使 用 的 机 器 数 。 

C1) 斌 证， 在 t+ 时 刘 有 j 台 机 器 能 使 用 的 条 件 下 ,时 间 (f, 3 
寺村 ) 内 有 一 台 不 能 使 用 的 概率 是 ji +o(4 和 )) 

(2) 试 证 转移 概率 函数 psy{4) 满足 微分 方程 

pholt) Mpat t) 
(an- 《于 十 1) wpa, (CD 一 jpoi(D， Tis ja I 
Daj(t) = — drpaat i) ”, ) 
(3) 试验 证 此 方程 组 满足 初始 条 件 paaf0) =1 的 解 是 
Past) = Od jt(1—e tt)es :ja 

24. 试 求 本 章 § 3 例 2 中 转移 概率 函数 pij(4) 当 1>oo 时 的 
用 限 分 。 

. 设 电话 交换 站 有 驴 条 线路 。 假 定 来 到 的 呼唤 数 《 即 打 电 
活 次 数 ) 是 多数 的 泊 夫 过 府 。 如 提 灯 到 的 邑 胃 到 线路 有 室 ， 
就 占 一 条 空 的 线路 进行 一 次 通话 。 每 次 通话 时 间 服 从 参数 二 的 负 
指数 分 布 。 如 理 人 条 线路 全 部 被 鼎 ， 则 斜 唤 立刻 消失 。 各 个 通话 
时 阅 长 度 相互 独立 ， 且 与 好 蜂 来 到 的 情况 独立 。 记 在 时 刻 被 肯 
的 线路 数 为 及 (#)。 
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《1) 试 证 ， 在 二 时 赣 有 了 条 线路 被 占 的 条 件 下 ， 了 时 间 (t ,1 十 
全) 内 有 一 个 呼唤 通话 结束 的 枝 案 为 ey 
(2) 试 证 转移 概率 充 数 pij(#) 满足 微分 方 
2 有 一 一 pf 有 
PH) = tI p+ Gt pnp,in(t) 
Ap jt), lj 人 Nl 
NC) = — Nipin Ct) + Apt, nil) 
3) 研 证 当 #->eo 时 转移 柳 率 函数 pij(+) 的 极 痕 是 


= 二 订 忌 ， (2 二 0 iN 
2 了 后 人 x) 3 I 


26， 如 肾 下 ,, 卫 :,…, 了 是 狼 并 同 分 布 陡 机变 晤 ， 昌 每 一 稍 
机 灾 量 邦 服 欠 参 数 入 的 负 指 数 分 布 ， 试用 数学 归纳 法 证 用 Sn 一 
总 X: 服从 自由 度 为 % 一 工 的 爱 尔 妆 分 布 ， 即 它 的 分 布 密度 为 
F025) = eis, av0 








27?， 设 了 入 (83),#>00 是 泊 松 过 程 。 试 求 它 的 有 限 维 分 布 列 
族 。 和 

28， 试 证 泊 松 这 程 苹 (#) 的 自 相关 消 数 是 
MLE ts £1 fs 


| 2 
A fds tht Fst 


29. 设 玉 (#) 和 了 (5) (142320) 是 两 个 相互 独立 的 、 分 别 具 有 
参数 和 上 的 泊 钦 过 程 ， 荆 证 _ 
SC)=£() +Y (8) 
是 具有 参数 入 + 几 的 泊 松 过 程 。 
30, 设 { 区 (和 ,>>9 是 维 纳 过 程 ， 试 永 它 的 有 限 维 分 布 密 底 
族 。 
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附录 “概率 论 的 补充 知识 
党 福 习 随机 过 程 ， 仅 有 工程 数学 中 * 概 案 论 > 的 知识 是 不 能 的 ， 


本 附 杀 所 亿 往 率 论 的 补充 内 容 ， 不 公 是 为 了 演 考 学 习 随机 过 程 的 
坑 要 ， 而 内 对 于 病 读 应 用 福 襟 论 的 工程 技术 书籍 和 文献 亦 会 有 所 
枯 勒 。 本 附录 内 容 包括 概率 空间 、 玖 和 放生 及 共振 分 人 转 征 
湛 数 ， 和 随机 撩 晤 及 其 多 维特 征 函 数 、 多 维 正 浴 分 布 等 ， 可 以 按 话 
要 选 学 。 


$1 概率 空间 随机 变量 


概 主 论 中 曾经 指出 概率 沈 指 一 个 事件 发 生 的 可 能 性 大 小 的 
度 晤 ， 而 事件 是 指 " 事 铺 "。 本 节 先 用 样本 空间 的 观点 讲述 事 件 ， 
进而 介绍 术 率 的 公理 化 定义 。 

一 、 样 本 空间 

在 概率 论 中 ， 随 机 试验 及 指 在 一 定 条 件 下 出 现 的 结果 将 有 唐 

所 竹 的 试验 。 我 们 用 如 表示 月 机 试验 。 关 和 污 只 万 的 也 有 可 能 出 

结果 构成 一 个 集合 ， 而 把 每 一 可 能 出 现 的 试验 结果 称 为 一 个 
浪人。 人 机 计 和 所 有 基本 人 和 放空 间 。 
举 几 个 实际 例子 。 

例 1 掷 一 枚 分 币 。 出 更“ 正面 *、“ 反 面 ”都 是 基本 事件 。 
这 两 个 基本 事件 构成 一 个 样本 空间 。 

例 2 洗 一 颗 般 子 。 分 别 出 现 * 工 点 "、“ 2 点 ” “3 点 ”， 
“4 二”"、“5 点 "、 “8 点 "都 是 基本 事件 。 这 六 个 基本 事件 构成 一 
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个 样本 室 沿 。 

例 3 向 实数 轴 的 人 ,1) 区 间 上 随意 地 投 邱 一 个 点 。 在 (0,1) 
区 间 中 的 每 一 个 点 是 一 个 基本 事件 > 而 所 有 点 的 集合 ( 即 (， 1) 区 
间 ) 椅 成 一 个 样本 空间 。i - 

把 象 地 说 ， 样 本 空间 是 一 个 点 的 集合 ， 此 集合 中 每 个 点 都 
为 样本 点 。 样 本 空间 记 为 号 =(a)， 其 中 届 表 示 祥 本 点 。 这 星 小 
括号 表示 所 有 样本 点 构成 的 人 乐 合 。 

”样本 空间 的 某 上 贱 子 集 称 为 事件 。 从 数学 观点 看 ,机 求 事 件 ( 料 
本 点 的 集合 之 间 有 一 定 的 联系 ， 评 即 对 事件 需 加 一 些 约 束 。 

定 兴 证 样本 空间 旭 二 (w) 的 某 些 子 集 构 成 的 集 人 台 记 为 们 ， 
如 果 多 满足 证 列 性 质 : 

(1) DEF, 

(2) 若 JE 多， 则 二 一 丰 一 4E 多 | 





(3) 沙 4kE8 k=1,2,…， 则 AKES 
kml 


那么 称 多 是 一 个 流 雷 尔 (Borel) 弟 件 域 ,或 .事件 域 . 波 置 尔 事 
件 域 中 每 一 个 样本 空间 名 的 子 集 称 为 一 个 事 特 。 1 

特别 指出 ， 祥 本 空间 名 称 为 必然 事件 ， 而 空 纹 几 称 为 不可 能 
事件 。 

-在 上 画 三 个 样本 空 逆 的 例子 中 ,名 一 个 样本 点 都 是 基本 事件 ， 
但 是 ， 一般 并 不 要 求 样本 点 必 上 需 悬 基本 事件 。  . 

在 例 1 中 共有 两 个 样本 点 : “正面 ， “反面 "。 作 久 ={ 正 曾 
或 反面， 正面， 反面， 室 集 }， 它 构成 一 个 流 甸 尔 事 件 域 ,其 中 每 
一 个 元 素 都 是 一 个 事件 。 需 蓝 说 明 ，。 史 表达 式 中 的 花 括 身 。 是 指 
事件 的 集合 。 

在 例 3 中 其 有 六 个 样本 十 ， 记 oor 为 出 再 “名 点 *” 的 样本 点 ， 


1,2 ,3 .4， 5,6。 作 久 二 {1 583y*… ,es (00 302)» (ms} ss 





《csscoaj C1 sa) Ds 0) (e015 0 a9 00) s" “ys (ows 
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Oa Ds ye) s C0) O29 ta 9 a9 D5) py Ca sto9 yD ss 08) ya 
Wa Ds sn }s 它 构 成 一 个 婆 雷 尔 事件 域 .这 里 钴 一 对 小 括号 表 
并 它 所 包 合 的 村 本 点 的 集合 。 中 每 一 元 案 《 即 we…ywe 或 
一 对 小 括 导 要 于 外科 人 点 集合 这 
在 例 3 让 ， 作 到 :一 ft) 区 间 中 任意 子 集 }。 受 ， 构 成 一 个 
波 雷 尔 事件 域 , 其 中 每 -… 个 元 素 是 一 个 事件 ,再 构造 另 一 个 波 雷 尔 











事件 域 。 首 取 站 ={ U Cub] 0< ap 1 一 工 ， 2 了 


六 1}， 即 如 是 (0,1) 区 阅 中 所 有 的 左 开 右 闭 区 同 有 限 和 集 物 成 的 
集 类 。 集 类 是 指 以 点 集 作为 元 到 的 集合 。 骂 然 8 不 具有 波 需 尔 事 
件 域 的 第 三 条 性 质 ， 这 是 因为 人 中 可 列 无 限 个 元 索 之 和 ， 也 可 以 
是 无 限 多 个 左 开 右 闭 区 间 之 和 ， 这 种 和 不 再 是 邓 中 的 元 素 ， 因 而 
他 不 是 波 雷 尔 事 件 域 。 记 多 。 是 包含 父 的 最 小 的 波 加尔 事 件 域 。 
数学 上 可 以 证 明 多 ,与 多 , 并 不 重合 ,而 多 ,中 的 元 案 比 F, 少 。 
波 需 尔 事件 域 8 中 的 每 一 个 元 素 都 是 事件 。 

需 夺 指出 ， 在 上 面 交 三 个 例子 中 ,四 个 多 有 三 个 取 为 样本 空 
间 台 中 任意 子 集 全 体 移 成 的 波 雷 尔 域 ， 因 而 祥 本 空间 的 任 壮 一 个 
子 集 都 是 事件 。 但 是 ， 多 还 可 以 选 介 的 一 部 分 子 集 构成 一 个 波 雷 
尔 事件 域 ， 如 傅 $ 中 的 多 ,。 又 如 左 例 1 下 取 做 二 {9 加， 这 种 
多 也 构成 淡 雷 尔 事件 域 。 此 时 只 有 两 个 事件 ， 但 这 样 取 多 的 实 
际 意 义 不 去 。 

二 、 祝 率 的 公 现 化 定义 ， 

在 概率 论 中 普 提 及 概 党 的 统计 定 信 和 古典 概率 党 义 。 概 率 的 
统计 定 尺 与 火 量 重复 试验 相 联 系 。 十 典 概 率 定 义 改 求 样本 空间 由 
到 个 等 可 能 竹 的 基本 事件 构成 ， 具 有 一 定 的 局 根性 、 现 在 介绍 一 
种 概率 的 抽象 的 数学 定义 一 一 公理 化 定义 。 这 种 定义 是 大 一 站 具 
体 的 福 率 定义 《 如 概率 的 统计 定义 ， 古 典 莽 宣 定义 等 ) 抽象 出 米 
的 。 同 时 又 保留 了 具体 概率 定义 中 的 一 些 椅 征 。 事 件 的 概率 是 对 

237 4 

















应 于 波 雷 各 事件 城 多 中 每 一 个 从 的 子 集 的 一 个 数 , 即 可 以 着 成 集 
13 合 国 数 。 

概率 的 公理 化 定 内 设 P(A4) 是 定 多 站 料 本 空间 总 中 波 沸 尔 
事件 域 多 上 的 集合 玖 数 。 如 果 己 (4) 洪 足 

《1》 对 任 一 4E 多 ， 有 10< 了 (4) 扫 1; 

(2) 三 (人 一 1，P(4) 一 0 

(3) 济 4,，43，… 两 两 不 相交 ， 即 4 5 一 凶 ， 天 二 和 此 
六 人 ， 11,2,…， 加 | 

P(U a:)= TS P(A4:) 
‘r=1 五 一 二 

那么 称 己 是 波 雷 尔 事件 域 上 的 概率 。 

六 和 钢 1 申 定 义 (4) 多， 其 由 和 是 事件 和 包含 的 入 本 点数 ， 


一 0,1,2， 那 么 了 是 概率 。 另 外 ， 如 时 定义 (正面 ) = 起, 忆 ( 反 


画 ) 一 高 ， 卫 ( 正 击 或 反面 ) ~1, 卫 ( 空 集 ) =0, 这 样 定义 的 卫 也 是 


颖 率 。 

存 例 2 中 定义 王 (4 一 天 /6 。 其 中 大 是 事件 4 包含 的 婵 本 点 
数 ，8&=0:1,2,3,4,5,6， 那 尼 卫 是 概率 。 

在 例 3 中考 虚 波 雷 尔 事件 域 多 ,数学 上 可 以 证 明 在 多 。 上 存 
在 一 个 集合 函数 忆 ， 满足 概率 公理 化 定义 中 的 三 个 条 件 且 对 
和 二 册 (qrsbs]; 有 P(A) 二 | Chi 20), 其 让 (aty 8] 两 两 不 
相交 ( 亚 然 4 是 全 中 元 素 ) ， 所 以 这 个 刘 , 上 的 集合 说 数 呈 是 概 
率 。 此 概率 表示 (9,1) 区 阿 上 的 均 名 分布 。 特别 指出 ， 多 ,是 由 
0,1) 区 间 上 任意 子 集 鬼 成 的 波 雷 尔 事 件 域 ,数学 .上 已 经 证 明 并 不 


存在 当 ， 上 的 集合 函数 ， 对 .上 述 举 件 站 上 有 了 (4) 二 之 (Bk — 
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xx)， 上 所 满足 概率 公理 化 定 立 中 的 三 个 条 件 。 
对 上 随机 试验 如 而 音 ， 样 本 讼 间 恕 给 出 它 的 所 有 可 能 的 试验 结 
果 ， 有 多 给 出 了 册 这 些 可 能 结果 组 成 的 各 种 各 样 事 件 ， 而 卫 敬 出 每 
一 事件 发 生 的 概 潮 。 (局 ,多 :三 ) 称 为 摄 案 空间 。 

、 随 机 次 量 太 其 概率 分 布 , 

在 随机 试验 中 ， 医 丰 让 一 售 蛮 里 ， 宪 依 试验 出 现 的 结果 改变 
而 取 不 同 的 数值 ， 则 称 二 变 因 为 随机 赛 难 。 册 于 随机 试验 出 现 的 
结果 带 有 随机 性 ， 因 而 随机 恋 量 的 取 值 也 带 有 随 视 性 。 队 数学 锡 
度 轩 ， 祥 本 空间 如 中 每 一 个 样本 总 器 试验 可 能 结集 ) 对 应 有 一 
个 数 部 1o]， 这 就 是 随机 变量 + 或 者 说 由 机 变 友 是 害 迷 在 样本 宅 
间 怠 上 的 较 数 。 但 是 ， 对 这 个 甸 数 希 要 有 一 些 要 求 。: ，“- 

定义 设 也 = 下 (中 ) 是 定 信 在 村 本 窑 间 各 上 玉 的 了 数 。 艾 果 对 
任意 一 个 实数 和 ， 有 如 中 的 子 集 

(0s CT)EF 
那么 称 荆 () 是 概率 空间 (全 ， 多 ,下 ) 上 的 随机 计量 ， 3 或 称 波 需 尔 
可 测 范 数 。 

例 4 挪 一 枚 分 币 。 接 例 工 ， 人 一 (正面 ， 反 耐 )。 规 定 男 数 
和 的 值 ， 下 (正面 一 1， 忆 ( 芭 面 ) 一 0。 这 样 ， 下 (ao) 是 [82 到 。 
请 ) 上 的 随机 变 团 。. - 

例 5 拂 一 上 般 子 。 接 例 2 ,0 二 (1, ，3 点 ,4 点 ,5 
硬 ，5 上 )。 规 和 宇 函 数 至 (» 一 k=1, 9 i 四 即 忌 (o) = 
各 。 这 样 ， 码 (@) 是 (全 ,到 ,了 上 的 随机 变 置 ， 

谢 6 向 人 0,1) 区 司 上 随 宙 地 二 一 全 点 。 按 侦 3 , Q= (0,1)。 
规定 函数 羡 (o) 一 o，0<o<le。 这 样 工 (6) 是 (9,97i,P) 上 的 
请 机 变量 。 

既然 对 任意 一 个 实数 2 有 (w, 瑟 CoJo)EE， 再 
子 集 (aa; 全 (0) S27) 骨 可 以 讲 概率 。- 

定义 设 (Q, 多 ,了 ) 是 慨 率 空间 ， 侧 下 二 下 (ww) 是 (人 ,多 ， 
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卫 ) 上 的 随机 变量 。 对 任意 一 个 实数 x， 有 概率 
0) Plo: KUOw)Er) 
或 简写 为 
FE) PX 四 
出 称 六 (2) 是 租 机 变量 互 的 分 布 函数 。 : ， .…: 
最 常见 的 是 离散 型 和 连续 型 随机 变量 。 | 
若 相 在 有 限 个 或 可 到 多 个 雪 数 集合 Cw :Xs 使 随机 变革 
四 有 
PUFEC am， 一 
虽 称 工 是 痪 艇 (型 ) 随 机 变 昌 ， 而 x= 二 P{X =xr}， #=1,2,., 
和 藉 为 离散 随机 计量 下 的 概率 分 布 列 。 
洪 对 任意 实数 3， 存在 非 负 实 函数 (2)， 使 随机 变 最 于 的 分 
布 函 数 太 {%) 有 


GD 一 | . fa)ds 


旭 称 马 是 连续 (型 ) 随 机变 一 ， 又 称 (ww) 为 韦 续 随 宙 交 电 汪 的 椰 率 
分 布 密度 。 


$ 2 隐 机 变 基 的 特征 函数 


随 视 变量 的 特征 函数 是 研究 概 宰 论 的 有 发 工具 ， 它 环 是 概率 
论 自身 内 容 的 一 个 组 成 部分 。 在 介绍 刚 征 前 数 之 前 先 引 进 斯 项 尔 
吉 斯 积分 。， 

”= 一、 斯 帮 尔 天 斯 积分 : 

先 署 有限 区 间 上 的 斯 蓄 尔 计 斯 积分 。 

定义 机 TCD， 90 是 在 区 to 轨 上 的 四 加 
把 芝 间 [ey#$] 分 成 个子 这 间 ， 分 点 为 二 2 人 人 WL 之 "全 
在 每 一 个 子 区 间 fst.1y2s] 上 任意 了 一 个 点 襄 作 和 式 
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一 -一 一 一- 和 


S SE E98) -Ge 
令 入 二 a 《3 ki)s 如 畦 柜上 限 


lan § —lim SFE) Tg (zr) — g(rt.1)} 


Ax0 
歪 奏 ， 且 与 于 区 间 的 分 注 和 5&1 的 取 法 无 甘 ， 则 称 此 诅 眼 为 函数 
7 (zw) 对 函数 上 (Ww) 衬 区 间 [a， 如上 的 斯 莹 尔 吉 斯 (Stieltjes) 积 


分， 简 柳 怠 积 分。 记 为 | F(e)dg(z)。 此 时 也 称 (2 对 glw) 窑 


[a ,6 上 S$ 可 积 。 

& 积分 是 高 等 数学 中 黎 曼 程 分 的 推广 。 如 果 取 g(x) 二 x， 副 
在 名 积分 就 变 成 黎 曼 积分 了 。 

在 无 限 区 向 (一 ceoyce) 寺 的 日 杭 分 ， 可 用 如 下 定义 。 

定义 ” 设 了 Gt} ,g(x) 是 定义 在 无 限 区 间 ( 一 oo,o0) 上 的 两 个 
函数 。 洲 在 任意 有 限 区 间 {fa,6 二 ， 了 (2) 对 y(w) 基 怠 可 积 的 ， 且 
极限 

lm | f(z) do(s) 


bm 


存在 ， 旬 称 此 极限 为 了 (wm] 对 g(w) 在 无 限 区 间 ( - ,co) 上 的 其 
蒂 尔 吉 斯 积分 ， 简 称 S 积 分 。 记 为 | Ja)ag(o)。 


在 积分 中 ， 当 9g(#) 取 一 些 特攻 形 式 时 积分 可 化 为 通常 积分 
或 级 数 。 
千 g(tXw) 是 在 {一 02， co) 上 的 阶梯 画 数 ， 它 的 跳 路 点 海 TL oT 
…( 有 有 限 多 个 或 可 列 无 限 多 个 )， 刚 
f(z)dg Cm) — Efen) [grst 0) — gles~ 0)] 


若 g(x) 是 在 (一 吕 ，90) 上 的 可 微 治 数 , 它 的 导 函 数 为 9/ C2)， 





则 


4 册 dT 。 





Frag) = 人 PFCDOw (dz 
上 面 两 个 结 提 我 们 就 不 证 明了 。 前 者 把 积 分 化 成 和 式 ， 后 书 把 
积分 化 成 黎 曼 积分 。 
定义 ” 设 玖 数 g(r) 定 义 在 无 限 区 间 ( 一 2,o0) 上 ， 营 积分 
fe sy) =| costoagGD+ 名 gin tydy (2) 
存在 ， 则 称 此 积分 为 对 g(w) 的 傅 里 叶 -斯 将 尔 吉 斯 ( Fourier- 
Stieltjes) 积 分 ， 简 称 为 了 一 8 积分 。 
， 特 征 应 数 的 定义 
先 引 进 复 随机 变量 。 . 
定义 各 果 让 与 了 都 是 究 率 宇 间 ( 介 ,97， PP) 上 的 实 信 随 机 磋 


看 ， 几 2 二 广 二 2 了 称 为 复 ( 和 全) 随机 变量 ,其 中 i= 一 1 。 

章 随 机 变 剖 大 取 复 数值 的 随机 变量 。 它 的 数 举 期 亡 定 多 为 

EZ2=ETIiEP 

其中 在 豆 ， 五 工 是 4 实 值 ?随和 入 变量 的 数学 期 望 。 

著 下 是 ( 实 值 ) 随 机 变量 ， 那 么 tt 应 是 复 拓 机变 最 。 

定义 ” 设 下 是 ( 实 值 随机 变量 ， 则 对 任意 实数 # 

旬 [ 打 一 盏 2 让 开 一 下 (4008 有 十 省 Sn 二 
一 再 (cos# 下 7 中 放大 (Sint 是 ) 


称 为 随机 灾 首 互 的 特征 函数 ,其 中 守 一 一 。 
证 离 获 随机 变量 天 的 分 布 询 为 喇 一 已 (下 一 2 ;R12 
隔 吾 的 特征 柳 数 可 才 示 成 


PI) = Pelt erie pe | (2.1) 


设 连 续 眼 机 朗 晤 在 的 分 布 密 度 为 大 全 ， 则 | | 革 的 特征 下 数 数 本 下 
示 成 
= Bete | eitrF (py (2.2) 


“342 。 


一 般 葡 ， 谨 随 灿 变 确 天 的 分 币 国 数 旺 六 人 ， 出 各 的 特征 函 
数 可 宪 示 为 


v=Betx=| eitrd F(x) (2,3) 


由 (2.2) 式 可 见 ， 连 续 涯 机 变量 的 转 征 酒 数 yg() 是 分 布 密度 
f (oz) 的 傅 里 叶 积 分 ， 简 称 卫 积分 。(2.3) 式 表明 随机 变量 的 特征 函 
政 9( 人 是 分 市 前 琢 (2) 的 信里 时 斯 蒂 尔 吉 斯 积分 。 或 了 一 时 
。 傅 下 叶 积分 在 数学 中 和 工程 法 术 上 是 一 个 强 有 力 的 工具 。 
二 而 入 和 到 它 在 拓 审 这 由 的 作用 
下 而 计算 一 些 重 要 分 布 的 特征 函数 。 
例 1 单 点 分 布设 随机 变 景 总 的 分 布 为 瑟 { 下 一人 时 一 2 
中 。 是 常数 。 由 (2.1) 式 ， 有 
p(site 
例 2 二 项 分 和 设 随机 变量 五 的 分 布 列 为 了 {KK= 寻 二 
Os PE gt ， 蓉 中 必 < pl, 2 k= 012 np。 由 (2.1) 
式 ， 有 


g(t} = > Ox ptign kutth (peit +q)n 《2 .5) 
例 3 泊 松 分 布设 随机 蛮 量 去 的 分布 济济 于 这 一 从 一 


"EK 
jes 其 中 0， 训 0,1,2,…。 册 (22,1) 让。 


(= > 避 irkt 站 8 六 Ce 


一 ea 146 一 te . 《2.6) 


例 4 正 态 分 布 正太 分 布 (ayon 的 分 布 密度 是 


i a (一 co<ax<ceo) 
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其 中 一 <d<o0， o>0, 由 (3.2) 式 yp 
* 243. 


中 去 


仿生- ey 
ne 一 | pitiatrup chat 


tt 


iat ot (2.7) 


特殊 情形 ， 标 准 正 态 分 布 NC0,1) 的 特征 函数 为 


p= (2.8) 

已 知 一 个 福 率 分 布 可 以 用 (2.1)、 (2,2), 或 (2.3) 式 计算 它 的 

转 征 函数 。 民 过 来 ， 如 果 给 定 一 个 特征 函数 怎样 确定 它 所 对 应 的 
概率 分 布 呢 ? 年 阿 它 所 对 应 的 概率 分 布 是 否 唯 一 ? 

先 看 连续 概率 分 布 情 形 。 此 时 ， 特 征 函数 Pp( 引 是 分 布 密度 

f(x) 的 了 积分 那么 (2) 应 当 是 g(#) 的 友 演 。 根 据 了 积分 理论 ， 


在 | 1g(914t<<e 的 条 件 下 有 反 演 公式 





f= pt) dt (2.9) 


且 四 积分 的 反 演 是 叭 一 的 。 
一 般 地 说 ， 随机 变量 万 的 概率 分 布 用 分 布 函 数 了 (x) 给 出 。 
由 畦 征 函 数 %( 续 珊 定 对 应 的 分 布 画 数 太 (z) 可 用 下 面 公式 ， 
逆转 公式 ” 设 分 布 函 数 (2) 的 特征 函数 为 9(#), 则 对 下 (zx) 
的 连续 点 $1、 避 有 


P(e) Pl) lm pt) Gs (2,10) 


| fT- st -TP 你 
此 公式 的 证 明 省 路。 
唯一 性 定理 分布 函数 五 ( 轨 ) 被 它 的 特征 画 数 罗 ( 引 唯一 地 三 
二 4 二 





定 。 
证 在 六 (wx) 的 连 丝 点 5 上， 利用 遂 转 公式 ， 当 9 沿 荐 F(z) 
的 送 续 点 欧 向 于 一 时 ， 有 
P(r)= lim [F (2) =F (9)] 
= lim lim -1 -| Ce 
下 -了 EC 


Ye Te 


-p(t)as 


(2.11) 
在 玉 ( 籽 的 不 连续 点 x% 上 ， 利用 分 布 消 数 的 右 巡 续 人 性 ， 选 一 
列 单 调 下 降 地 趋 岗 于 工区 请 (x) 的 连续 点 ， 各 X49"' 那么 
Fs) = lm F(zn) 
DT at tn 


lin Lim lim .,l | 人 
Tn 和 Tr T -TT 3 


Pd 





(2.12) 
式 (2.11) 与 (2.12) 给 出 了 由 特征 函数 9( 殷 确定 分 布 函数 了 (2) 的 
公式 ，. 且 由 9() 确 定 (2) 是 唯一 的 。 定理 证 毕 。 
由 此 定理 可 见 概 率 分 布 榴 数 了 (x) 与 竺 征 隐 数 g(#) 是 一 一 对 
挛 的 ,全 如， 特征 函数 是 (9 十 和? ” 的 信守 分布 必定 居 二 项 分 布 ， 


特征 榴 数 是 全 “的 概率 分 布 必定 是 标准 正 态 分 布 。 在 概率 论 
中 ， 可 可 分 与 特级 数 的、 对 应 性， 超 疙 征 肖 束 频 用 的 池 汉 
基础 。 

三 、 特 征 函 数 的 性 项 .， . 

下 面 介绍 特征 函数 的 一 此 人 性质 。- 坡地 说 ， 可 以 用 特征 函数 
表 未 式 (2.3) 进 行 证 明 。. 为 了 方便 起 见 , 我 们 仅 对 连续 复 率 分 布 情 
形 。 用 特征 函数 表示 式 人 2.2) 进 行 证 明 。 

G) [g(t) lo(0)=1 


证 9 (0) 一 全 17(z)dz=i 


as 245 。 


pel=. [estrf Gar < eelfe)as 
一 | f(r)dr=l 


(2) 的 辊 对 称 性 CD 
证 g(t) = 和 -zf (2) dz =|™ fds 
Gy 
(3) 特征 函数 gp( 引 在 们 间 ( 一 o0,oo) 上 一 歼 连 续 ， 
所 谓 函 数 gp( 科 在 区 阅 ( 一 co ,co} 上 一 至 连续 ， 其 定义 为 ; 任 
结 8 沁 9， 总 可 以 找到 与 4 无 基 的 辽 >0， 当 场 '<<3 时 有 有 
I — (i) |< (oie) 
应 该 指出 ， 落 数 (全 在 区 闻 ( 一 co,ce) 上 -- 致 连续 可 以 得 到 
它 在 每 一 点 上 上 者 连续, 即 在 (一 coyco) 了 连续 ， 由 于 一 致 连续 要 
求 $ 与 二 无 关 ， 所 以 %g( 人 在 区 间 ( 一 coyco) 上 一 致 连 生 比 在 此 区 
间 上 上 连续 要 求 高 。 这 个 性 质 药 证 明了 从 赂 5 注 1 
(4》 疫 随 机 赤 硬 王 =a 交 二 5 其 中 心 是 常数， 则 
Pri) eittipx(gt) (2.13) 
其 中 9 六 (1)，qy( 和 分 别家 示 随机 变 重 了， 的 特征 请 数 。 
证 ”由 特征 葬 数 定义 
pr (i) = = Beitr Bettaxrm dle : 
一 2iztpx(at] 
(六 随机 变 蜂 区， 下 相 写 狼 实 ， 双 2 生 直 卫 ， 风 
got)—pxr(i git) 
此 式 示 示 两 个 相 专 独 立 随 机 变 必 之 和 的 特征 疯 数 等 于 各 自转 征 函 
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数 的 条 积 。 
审 ”由 特征 本 内 的 定义 
zti} = = heit?=s Breittttr) 一 — BieitXoitr] 
= BeitsBeitYepgr(i)pr(t) - 
这 里 第 四 个 等 号 成 立 用 到 了 随 宙 变量 且 与 了 的 独立 人 性。 
(6) 设 枯 机变 蚌 开 的 阶 原 点 给 存在 ， 划 它 的 特征 机 区 可 以 
om(0) 一 2 . (2.15) 
或 
Bn m0) .168) 
《2.16) 式 表明 随机 变量 忌 的 呈 阶 原点 天 可 以 利用 它 的 特征 孙 
数 在 原点 的 % 阶 导数 获得 。 


证 ”|- eicpGp)dz . 


pi (i) = -Re 





. = 5 af Ca - - . Cain 
上 起 第 二 个 等 号 上 成立， 霜 要 加 条 件 : , 
人 | Le 
EU 
「 Ganrerwrbreoao<c 


fe 


由 定理 的 已 知 条 件 得 此 起 成 立 。 ，，，， 
| 63. “17) 式 改写 为 i 
= D47 4 





gi raref(z)da 
因而 
em 00) = |. jf(v)jdz 汪 hn 月 及 nm， 证 毕 。 
例 5 若 随 机 变量 下 和 卫 相 互 独立 , 且 分 别 服从 参数 为 入 和 
和 X。 的 泪 松 分 布 。 试 用 特征 函数 求 随机 变 量 = 及 + 了 的 概率 分 


布 。 
解 ” 册 (2.6) 式 ， 


xylene ~) ， gy (ete 
利 朋 特征 函数 性 质 (5)， 


atti) Ailet trDolatitten | 


和 


一 (1 
这 是 参数 为 入 十 xs 的 泊 松 分 布 的 特征 函数 ,由 唯一 性 定理 得 殖 机 
变量 多 具有 参数 为 十 % 的 泊 松 分 布 。 

例 6 若 随 机 变量 仁和 六 相互 独立 ， 县 分 别 服从 正 潭 分 布 
(gi,08) 和 和信 (as,02)。 试 用 特征 孙 数 求 箭 机 变 最 二 是 的 
概率 分 布 。 

解 外 (2,7) 式 ， 

prt) eiat™ ol ， pr (Heinat- ko 加 
利用 转 征 函数 性 质 45) 
3 站 王 fialt 洁 让 “ Is 
giloL+as) tf" CoF to yt 
这 是 正 态 分 布 久 (a; 十 4,，，oi 十 0 让 的 特征 函数 。 由 唯一 性 定理 得 
到 随机 变量 Z 服从 正 态 分 布 Na 十 6s，gf 二 0)。 

这 两 个 例子 说 明 入 互 独立 的 洽 松 倒 量 之 和 仍 是 泊 松 赛 最 ， 相 

互 独立 的 正 态 变量 之 和 仍 是 正 楚 变节 。 这 种 福 质 称 为 相生 性。 上 
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面 我 们 看 到 利用 特征 函数 求 相互 独立 随机 变 重 之 和 的 概率 分 布 是 
比较 方便 的 。 

例 了 利用 特征 渗 数 求 正 态 分布 本 (a。 o) 的 数学 期 屠 积 廊 
差 。 | . 二 
解 ” 由 (2.7) 式 ， 正 态 分 布 的 特征 函数 为 


p(t) iat- 计 es | 


易 得 
p= ot)eist- ton 
故 9'(0) 一 各 。 由 (2.16) 武 得 
BX (0) =0 


又 . i 
8) = (dg 0) gdeiatr tet 


玖 (0) 二 一 (WY 十 0 )。 由 (3.16) 式 得 


BX 二 去 0) = or 


DE=BA— yao 1; 

此 合 表 明 在 已 经 效 得 随机 交 量 的 恩 征 冰 数 的 情况 下 ， 计算 和 矩 
归结 为 对 特征 函数 的 求 导 问题 ， 所 以 非常 方便 。 然 而 ， 在 概 窜 论 
中 计算 算 通 常用 定义 计算 ， 归 结 为 来 级 数 或 各 分 疝 燃 ， 将 比 训 
策 弄 

四 、 波 赫 纳 尔 - 辛 钦定 再 ， 

竺 下 函数 还 有 一条 蕴 可 竹 质 一 … 章 仙 兴 性 

定理 特征 函数 g(t) 具 有 韭 负 定性 , 即 对 于 任意 还 整数 和， 
任意 吕 个 计数 二， 和 及 复数 gs Zr 有 


了 


。 349 。 


误 这 Pt 一 7) ed (3.18) 


和 下 的 证 . bo 
内 办 
Eos Beto 
rs EE 了 ， 
问 ; 
= BL NX) eitrxorttsxensd] 
Kal j=1 . 本 


一 也 | txsxsj*>0， 证 毕 。 


此 定理 表明 特征 衣 数 具有 非 负 定性 ， 反 过 来 ， 对 非 负 定 柄 数 
加 坚 厅 件 就 能 得 到 特征 函 铬 。 

波 坎 纳 尔 - 辛 款 (Bochner-Khintehine) 定 更 设 p(t 满足 
9 人) 一 1， 且 在 一 ceo<#<eo 上 是 连续 的 复 值 函数 , 则 pp(2) 是 特征 
菌 狐 的 充分 必要 条 他 为 它 是 非 负 定 的 。 

此 定理 的 必要 人 性 由 转 征 说 数 的 性 质 (1) 和 {3)， 以 及 上 面 的 定 
理 可 以 得 到 。 充 分 性 的 证 明 非 常 复杂 ， 这 里 省 略 。 

上 述 定 理 将 在 第 二 章平 稳 过 程 中 应 用。 下 克 介 绍 一 个 与 此 相 
类似 的 定理 ， 它 也 将 应 用 于 第 一 齐 。 于 多 十 = 义 复 数 数 列 的 非 负 
定性 。 

定义 ” 若 复 数列 4cx, 一 0, 土 1, 土 2,…， 对 任意 正 整 数 兄 : 话 





性 赣 ”个 复数 “ FL 2 有 - 站 A 
- 和 > 让 让- 2 
而 称 此 复数 列 是 非 负 定 的 。 ， 
“ 区 尔格 洪 兹 (Herglotz) 定 更 复数 州 {on 汪 _b, i1, 二 
小 可 以 表示 成 这 六， 


cx= {nsodg (2), he, 诗 1， 二 2 
的 亮 分 必要 条 件 为 它 是 非 痪 定 的 ， 这 竹 Gt) 是 [和 “rm ,1 区 阅 上 
“330 。 





特征 函数 还 可 以 用 于 证 明 中 心 凶 限定 理 。 这 部 分 肉 容 可 参考 
复旦 天 学 编 * 疾 率 论 ， 第 - - 册 。 


$3 随机 天 量 及 其 多 维特 征 


西数 ， 正 态 随机 大 重 一 
一 ， 随 机 矢 僵 的 手 率 分 布 及 其 数字 特征 
在 实际 问题 中 有 些 随机 试验 的 绪 才 果 需要 用 儿 个 风机 准 最 志 


示 ， 闵 即 用 概率 空间 (8 ,多 ,了 ) 上 的 几 个 前 数 开 示 。 
福 概 率 论 中 若 宙 矢 量 通 常用 行 拓 量 ( 太 (6) ,让 ,CQ@))… 下 > 
《oa 和 潜 示 。 然 而 ， 在 本 书 中 改 用 列 矢 蜂王 


Tm) 
于 = | 或 于 = CY (C60) X00) ,0))" 
Yale) i | 
其 中 记号 二 卖 示 转 客 。 : 箭 记 为 本 1 i 和 i 
1 
= 2 或 天 : ， 
人 二 


” 俩 .一 厅 坟 炸 机 商 地 和 而 ， 
上 的 和 里 标 者 炸弹。 在 现 面 上 … 
帮 一 个 平面 坐标 系 ， 它 的 项 
点 蚂 在 目标 物 上 ， 见 图 0-1。 
每 次 投掷 炸弹 的 着 地 点 位 置 
可 以 几 二 维 随 机 尔 量 (X(w), 
于 (wm))* 表示 。 这 虚 的 概率 LE- 
空间 怠 可 包 取 为 整个 池 平 ”图 i 


广 永吉 中 的 拓 稚 都 是 指 列 估量 ， 并 用 四 集 字母 系 示 。 . 





曾 ， 而 着 弹 点 作为 @。 定 (wQ) ,了 {w) 分 别 是 点 名 的 宰 坐 标 和 纵 坐 
标 。 | 
随机 矢量 中 的 妖 率 分 布 可 以 用 多 维 分 布 消 数 描 综 ,在 概率 论 
中 ， 看 的 nn 维 分 布 函 数 定义 如 下 
对 任意 多 个 实数 ZWsg 9 人 Tn 
Pps Ta) — PR ET Tn} 
称 为 随机 矢量 互 的 ## 维 分 布 函 数 。 用 矢量 形式 可 表示 为 
F(w)=P{E 人 Er} 
其 中 省 = (zyaimyzn)r， 行 昼 护 4% 理解 为 对 每 一 个 分 量 都 有 
KE irio 
对 于 连续 概率 分 布 情形 ， 随机 估量 及 的 概率 分 布 可 以 用 多 维 
分 布 密度 播 终 。 此 时 交 维 分 布 密度 
fesszere stn) 
多维 随机 矢量 三 的 数学 期 望 矢量 召 忆 定义 为 . 
BE=(ER,BX,,.…, BX . (3.1) 
它 的 分 量 是 在 各 分 量 的 数学 期 站， 邯 为 理论 平均 值 。 
随机 矢量 开 的 协 方 想 ( 矩 ) 阵 定义 为 。 
COV 【下 | 下 coY[ 下 不 Gov (CX, ,Tn) 
cov (Fast) SovCX ss XS) ' Sov ss Kn) 





BrE1= 
COY Ck) ovCE ,Es) . oovCXnsX 下 
(3.2) 
其 中 . 
COVY(CREs = BA- BEAR Bx) 一 1 2 
和。 当 页 也 了 时 ,这 是 随机 变量 志和 下 4 的 协 方差 ; 当 b= 了 时 ， 
号 了 jp 二 0vV( 玉 1; 下 4)， 是 随机 变量 下 的 方 状 。 协 方 准 阵 的 主 对 


注 “本 书 中 的 得 阵 者 用 基体 字母 玫 示 ， 
"22s 


a 





角 线 是 随机 关 早 在 各 分 最 的 方差 。 随 机 括 量 至 的 协 方 着 阵 刻 划 
它 的 各 个 分 量 硫 率 分 布 的 分 散 程度 ， 以 及 各 分 是 之 间 线 性 联系 的 
密切 程度 。， 

协 方差 阵 也 可 以 用 矢 秘 形式 表示 。 由 (3.2) 式 


【站 1 一 再 下 1 + (这, 一 碚 于 1 一刀 这,) ~ 
EBX ET) 

(XBR) CX EX) 竹本 一 真 生 和 
加 一 下 CX, BR), RY,) 


Fa BRN EX) (Fa EENMNA, -REY ... 
| (一 晤 是) 

一 吾 ( 疏 一 再 蛙 )( 下 一 再 下 )7 ， 本 . (3.3) 
这 里 第 一 个 等 号 首 到 了 以 随机 变量 为 元 囊 的 矩 旦 的 数学 期 望 定 
祥 。 此 定义 为 BlY sinxn = [BY jjnxns 其 中 下 计 上 号 随机 变量 ， 
[【 Jnxn 玖 示 史 行 % 列 的 短 阵 ， 

协 方 闲 ( 矩 ) 阵 是 对 称 的 非 负 十 阵 。 由 协 方 差 的 定义 ， 显然 
有 cov (到 中 天 让 于 COY(1 人 29 因 丽 可 得 矩阵 县 有 对 称 性 。 再 
证 矩阵 的 非 负 定性 。 事实 上 ， 对 任意 mw 个 实数 下 ,起 sfay 作 二 
次 型 


' cov (Xs 区 tat 
: 3 BI(Xr— BXOCXI~ BEX) 了 
=B[ BD (Xs EEE].0 
它 是 非 负 定 的 ， 所 以 矩阵 召 非 负 定 。 

3 二。 杀 维 特征 函数 及 其 性 质 “ 
.* 随机 关 晤 的 多 维特 征 函数 是 随机 变量 特征 鱼 数 的 淮 广 。 多维 
转 征 话 数 的 某 些 性 质 与 特征 获 数 的 性 质 了 世相 类 侯 。 

we 


”定义 设 随 机 关 量 站 一 (到 有 2 有 对 任意 个 实数 
ydss stns 作 : | 
的 
其 中 语 二 v 一]， 称 之 为 随机 人 矢量: 萤 的 nn 维特 征 函 闭 。 | 
屿 定 尽 可见， % 维 特征 函数 是 nn 个 实 自 变量 的 复 值 角 数 。 
记 和 朱 最 过 一 【it % 维 梅 年 函数 可 以 简单 地 事 示 
为 | | en 
1 . 站 
P(E) HeiX t= BeitX | {3.4) 
对 于 随机 闫 景 下 具 有 过 续 枝 率 分 布 的 情形 , 送 它 的 分 布 密度 
为 了 T7292Xn)，。 那么 忆 维 特征 函数 可 表示 为 
stn) = [(- | etm t ia tt nn ., 


fpsxay sn) dt dn (3.5) 
维特 征 敬 数 亦 有 逆转 公式 利 叭 一 狂 定理 由 m 维 特征 函数 
可 以 唯一 一 地 确定 随机 矢量 下 的 梳 率 分 布 。 这 里 仅仅 提出 这 个 重 
要 事实 ， 放 不 作 详 述 了 。 让， 
和 用 全 义 可 以 证 明 叶 维特 年 了 和 数 的 下 列 性 民 ，， 
(1) 0 及 2010,0) 0) 一 1。 


(2) Pl fs — ls 一 二 人 有 "tm) 
(3) g(tfistfo in) 在 n% 维 欧 氏 空间 问 " 土 一 致 连续 。 
(4) 若 9(f1 fos:， (大 从 关机 条 才 ( 区 


的 特征 旺 数 ， 则 h(0<k<n) 维 随机 矢量 (,，。 ， 和 和 = 的 特 
征 消 数 为 1 7 
分 六 bs pt sD 0). 人 
汪 交 3 


此 人 性质 表明 ,如果 要 获得 % 维 随机 矢 铬 :下 的 有 (< 人 维和 边 乡 
概 案 分 布 、 证 费 在 厌 米 的 畦 征明 数 册 保留 咎 变量 tbs " yi; 其 


54. 





它 置 芍 即 豆 。 
(5) 泡 0C8 加 st) 是 随机 矢量 (在 ,下 ，…， 飞 az 的 特 
征 阴 数 ， 则 随机 痰 量 开 一 四 下 ;十 as 下 :十 … 十 oz 汪 m 的 圣 征 族 数 
为 
gr =—p( ot mts nt) 机 
《6) 洲 史 和 和 st 是 和 维和 随机 区 最 ( 互 ， 巧 ，， Xe 
的 特征 函数 ， 而 随机 变 : 量 六 的 特征 函数 是 px (人 ,j= 


TL 则 随机 变 这 如 下 2 和 相互 独 空 的 充分 必 榴 条件 明 





pliisforr tn) PX PAF) px, (Cin) (3.8) 
《7) 如 果 矩 及 (四 各 素 如 … 六 站 在 ， 则 
Pd 
i jag(ts fs En) | - 

L EE Ji 
(3.9) 


下 面 绍 正 坊 且 机 舌 区， 在 证 明 它 的 性 质 时 福 要 用 到 多 维特 


和 丽 数 。 

、 焉 孝 随 机 疼 生 及 其 性 质 
在 着 治 中 绎 经 对 沦 过 二 人 正太 随机 估量 工 r- 它 的 
分 布 密度 
站 


并, 一 时 -we 一 -一 exp 局- -到 一 
fa :) 2X0:029v” 1—p PIU op og 








oo Gr) (Ps ~ ) 《zs 
2 dor Ti $s 





(3.10 


(— cocK Coo, ~ 0TH oo) 
ci 一 站 到 


称 为 一 维 正 态 分 布 密度 ,其 中 @ 一 至 次 ,Ga 一 盏 天 

03= DX。，p 是 随机 变量 与 了 的 相关 系数 。 : 

十 面 用 关 量 和 和 矩 性 的 形式 表示 二 维 正 霖 分 布 密度 。 为 此 ， 令 
本 » 


B=| 9 fo |， a=( < z=—( … (3,11) 











PIGa Ts Wo En 
于 是 
{1B|={i—p oio3 
而 
Bi= - 工 ，， Gz 一 Peigy . 
(一 的 cirs 一 baies oz ] 
机 
1 . ol Caca 
一 1 1 
| TO2 a 
页 
(Ka)BIR- A) [ (a je 





2 人 aa — 1 Ts 9s) | KTs 一 Gz | 
Og EH 


因 曾 (3.10) 式 可 以 考 示 为 
fo) 一 一 exp 1 {- (wt Rs ra! 《3.12) 
.2x1BI 4 . 





需要 指出 (3. 117? 式 中 县 是 随机 矢量 看 的 协 方差 阵 。 | 
一 般 地 说 ,如 果 mn 维 随机 矢量 下 一 (XE, …, 守 rn) "的 分 布 
密谋 为 . . 
fw)= lp 3e- a Bix — | 
(2 本 ) = |] BI . 
| {3.13} 
其 中 .， . 
人 一 (202 gr a 
a= BE=(BX, BE, Bn 


256 。 





| GOV 下 ,于 /) GOVY{ 玉 ,过 CoVv( 尽 ;于 n) 


B= cov (Xa, 1) CovCXs, Ko) ov CTs) 
sov CXas 2 oov (Xn F ,) “or cov (Xa Xa) 


{3.14) 
且 短 阵 恕 蚌 正 定 的 ， 此 时 | 至 |>>4， 下 为 站 维 正 态 随 宙 和 关 量 。 
{3,13) 式 称 为 入 维 正 态 分 市 密度 % 维 正 态 分 布 记 为 NN(z, 局 )、 
维 正 态 分 布 是 二 维 正 柱 分 布 的 自然 推广 。n 华 正 态 睛 机 矢 
量 的 等 征 活 数 糙 在 下 面 定理 中 给 四 。 
定理 n 维 正 态 分 布 契 {@, 吾 ) 的 特征 函数 是 


g(t) =exp! iart— 6" Bt (3.15) 


它 的 证 明 从 五 ' 注 1。 
需要 说 明 ，% 维 正 态 分 布 还 有 另外 一 种 定义 方法 ， 即 利用 多 
维特 征 族 数 进行 定义 。 如 果 半 维 随 机 矢量 受 的 特征 阔 数 是 


天 人 一 exp| tet -yt Bt | 


其 中 是 维 列 失 量 ， 驴 是 防 非 负 定 逢 阵 ， 那么 称 于 的 概率 
分 布 是 和 % 维 正 态 分 布 (qa, 召 )。 特 别 指 出 ， 对 1 如 | 一 9 的 情形 这 
个 定义 亦 是 有 意义 的 ， 而 前 面 用 分 布 密 记 (3.13) 式 定义 ” 维 正 态 
分 布 是 没有 意义 的 。 所 以 ,这 里 用 多 维特 征 滥 数 定 义 m 维 正 态 分 布 
葛 为 一 般 。 显 然 ， 在 | 召 | 二 0 的 情况 下 丙种 定义 方式 是 等 价 的 ,对 
1 3 is0 的 情形 用 分 布 密度 (3.13) 式 定义 的 概率 分 布 亦 称 为 非 迁 
全 的 拓 维 正 杞 分布。 

好 维 正 志 随 机 矢量 具有 如 下 性 质 : 

(1) ” 维 正太 随机 矢量 乍 一 (下 : 生 sy 瑟 z)7 的 mi(m 谎 从 
个 分 量 构成 的 随 袖 舌 景 直 一 ( ,三 :wm)5 它 是 旨 维 正 态 随 

注定 理 的 证 明 可 见 参考 书 (1 ] 第 217 页 。 | 
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机 其 生 , 且 它 的 数学 期 语 失 鞭 为 立 二 (61,2;, ,am)", 协 方 差 阵 为 
| COVERI RY COVEE Tm) 
BE COv CX KI) Cov(Ks, RE) 2 Ov,, Ym) 


和 


L cov (Kms ) cov (Xm, Hs) + cov(X mn, Km) 
畦 殊 地 取 你 一 1， 可 得 随机 变 痢 互 : 服从 正 态 分 布 信 (8 ， 


DX,)。 一 般 有 随机 变量 卫 ; 服从 正大 分 布 四 (aj,DXD)， 1 
< 


证 ” 记 关 量 志 一 (和 sstp)7r。 利 用 (3.6) 式 ， 


了 【8 Bh) fs Bas tnd, 0) 
eat 人 Bf] tie (3.16) 
其 中 : 
Ott tt “Tomim™ CO Em) ts fas md) 
四 | 四 
独 
£°Bt= - 
FeovCE,, EY) so eov(R,, En) ri 
TT | 由 


‘ov Kak) or 人 2 中 -全 | 


ml 
= NY NX oovCFr, XIt 全 





Fi 产 ， 六 如 和 i -| 
Cov (AX， A 2 ‘CO CX , 
= {fisy sm) a ED me PETEEEES A ;| 
: OO 本 二 加 .ov ns Tn) : 
—rBi 
* 258 » 





所 以 全 .1 的 式 可 窟 为 . 
fx, x “Xm Fst: “im). 


orp}ia arF -iB 


这 是 m 维 正 态 分 布 N(&， 如 ) 的 特征 函数 。 由 唯一 秆 定理 知 薄 机 
“ 委 量 互 服 从 正 态 分 布艺 ( 刀 ， BD): 定理 证 毕 。 
{2) 设 时 一 (和 且 0 -有 是 铬 只 下 六 其 是， 财 棚 杭 变 
时 拓 : 至 :nr 相 耳 独立 的 充分 必要 条 件 是 它们 两 两 不 相关 。 
”证 先 证 必 嗓 性。 设 随 机 变量 革 ,, 六 2" 证 相 商 独立 蝇 
然 其 中 任意 两 个 随机 变 稚 及 与 了 1 了 WF} 械 了 独 立 , 进 而 芝 开 与 
- 瑟 大 相关 ， 所 以 中: 丰 o 下 丙丁 不 相关 。 i 

”下 证 充分 粕 。 习 沟 cov ( 古 7) 芝 p=0，j 尖 hh 故 

DY, 0 Oi fe 
2 


EP 


四 本 0 
于 是 。 汪 维 正太 分 布 的 特征 函数 


- . er. EL 本 
Es 和 Ri rt * 


gist sn ee * 


号 3 
pt 


= Hf, 


由 多 维特 征 函 数 性 质 (6) 得 随 初 变量 到 19 宇 : 下 mx 相互 独立 。 
(3) 落 四 一 《可 1 下 Xm) 中信 统 正太 分 布 Te 5), 


县 下 有 " "fn 是 常数 ， 出 胡 机变 量 卫 二 之 ! Xs 服从 一 维 正 


巷 分 布 N( 六 Ta 六 3 io) 


古寺 


此 性 质 说 明 鸡 维 正 坊 舌 量 全 的 编组 全 是- 个 正太 风机 


= DEA = 





证 利用 (3.7) 式 ， 随 机 变量 王 的 特征 赣 数 : 
pr tt) =p(ht, tl, # xp 和 之 ajl it 


~- 记 守 这 eov (Xi XD ey} 


J=1 Ewl . 
这 是 正太 分 布 N( ; 加 Dan D3| 3 orC Fb 的 生生 
” 表 数 。 出 唯一 性 定理 得 证 
，(4》 车 下 一 (总 下 sy 丰 m) 服从 mn 维 壕 态 分 布 请 (@， B), 
:又 鹃 维 随机 矢量 了 二， 其 中 已 是 m Xn 阶 答 阵 ， 而 下 服从 m 
维 正 态 分 布 NOa,CBC)。 1 
此 性 质 说 明正 态 随 机 关 经 过 线性 过 换 后 仍 为 应 态 堕 机关 
量 。 另 外 ， 需 要 指出 性 质 (3) 是 性 质 (4) 取 w=1 时 的 特殊 情形 。 
证 随机 矢量 了 的 特征 函 数 - 
py (Hi) Bett'r= Boit™ox= 盏 sitor tx 
一 exp jiercc (CB Cp! 
oxpfiCo tCBCO 
这 是 ” 维 正 访 分 布 NCCa, C.BC”) 的 特征 函数 。 由 玲 一 性 定理 得 
证 。 
习题 
1。 谈 随 机 试 驻 是 将 一 里 股子 连 部 两 次 ， 观 察 两 次 所 得 到 的 
点 数 , 试 写 则 样本 空间 如 。 如 闲事 件 几 表示 两 次 出 更 的 点 数 相 陪 ， 


事件 五 表示 两 次 山王 的 点 数 之 和 大 于 5， 事件 C 表示 至 少 有 一 次 
点 数 不 大 于 3。 试用 占 的 子 集 表示 事件 4、8,C，。 


= 这 有 站。 


-一 





. 设 随 袖 变 量 束 服从 几乎 分 布 ， 其 分 布 记 为 
五 { 下 一 六 一 Qt 1D， 着 一 荆 :2 
其 中 bp<1,，g 一 1 一 9。 试 过 入 的 特征 函数 ， 并 利用 特征 防 数 求 
数学 期 遍 和 方差 。 
3。 设 苞 机 变量 且 服 从 鱼 指数 分 布 ， 其 概率 密度 为 
入 ”所 下 3 0 
FH={ 0 2 
其 中 入 >0。 试 求 运 的 特征 说 数 , 并 利用 特征 瞄 数 求 数学 期 望 和 万 
差 。 | | 
4. 自由 度 为 多 的 六 分 布 的 密度 为 


-人 一 -去 
和 e 2, X00 





1 
f(z) = Zr (CY | 
0 TAO . 
试用 特征 通 数 证 明 ， 若 随机 变 晤 及 ,, 了 分别 服 检 自 出 度 为 加 和 % 
的 态 分 布 ， 且 殉 首相 孔 独立， 则 随机 变量 之 一 下 十 罗 服从 自由 
琳 为 和 十 的 的 和 5 了 布 。 
5. 设 ( 互 ， 是 一 维 正 态 撩 量 。 它 的 数学 期 望 矢量 积 协 广 


差 阵 分 别 为 (0,13)* 与 4 3 ]。 试 写 出 (了 了)" 的 二 -过 分 布 


度 。 

6. 设 随机 变量 灵 19 全 相互 独立 ， 分 别 具 有 相同 的 
正 访 分 布 Na,o), 试 求 随机 矢量 三 二 ( 芒 1 下 My 六 nn) 的 
n% 维 分 布 密度 ， 并 写 田 它 的 数学 期 望 失 量 和 协 方差 阵 ， 天 求 下 二 


寺 这 碟 。 的 概率 分 布 密度 。 
7， 设 置 服从 二 维 正 坊 分 布 N(O,B), B=| 1 8 1 
车 了 一 .4 于 ， 其 中 及 =|[ _ 2 9 |， 试 求 了 的 概率 分 布 。 “ 


。261 。 


8。 设 瑟 :, 旦 。, 竹 :为 独立 局 分 布 的 正 态 变 量 ， 上 且 各 随机 亦 


置 的 分 布 为 和 (4,0 )。 今 


en 


一 一 


Yt (2 所 ， ~ 


试 求 随机 拓 王 (二,) 了 了 ,, Pr 的 分 布 密度 


9， 这 这 ,， 可 2 7 全 nm 是 读 ， 上 辣 分 布 的 标准 正 湛 
试 求 了 ,一 人 Xe 和 入 :一 .六 Yh) 的 联合 


往 变 量 ， 


分 布 密度 。 


10、 设 六 天 是 独立 同和 分 太 的 标准 正 态 变量 。 
上 


| Ql yy 


En 二 Bn: ns 


其 中 种 一 fat] 为 正 交 阵 , 试 证 


nn 


是 独立 同 分 布 的 标准 正 态 变 是 。 


和 
Fh 


"62. 
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习题 答案 


和 一 
阁 1 一 (kt 让 )*， 则 PX = 
1 
着 tT) fz Dr Toot’ 


5 为 此 数 
0， Te | 
i、s 小 1 
Fs)= 到 os<cz<l 
1 Tl 
Ej rl1 
Fril)= 了 一 1<z<2 
1 wa2.,. ， 
0 ， Fi 或 X31 之 一 一 上 


i 1 -der 12s 1,+ 这 0 且 
F(z 1 = 去 ， 一 3 1 


1, 本 > 有 ze 


。 EX(i)}= -1+ nt on), 


再 大 (ty 4 一 可 于 + eos 一 #0)1 


jz 人 -7( -了 anz ) 


6 EI) (lt), i>0 


4 
Rx(h, ta) ~ pop rs dt en) 
6. 一 维 分 布 ， Pi (= p, P{X(D=0=1—p 
二 维 分 布 ，P{ 瑟 (条 ?一 了 导 (#) =1} =p2, 
P{E(D=1, (=p , 
P{R(#) =0,， (t= PI— Pp), 
PX) 0 (i p)’ 
万 下 (全 二 =p, Rx(ii,ts)= pp 
7。 (1) 了 了 ,分布 独 : PIP 1) Pt m1} = 


: 


(2) 了 ,分 布 列 。 PIF,=0)= 到 


P{Y,: Pt, :一 一 分 一 了 
(3) BYn=0 ; 
(4) nm NH 时 ,Ry (nm) | 
8. mr()BY (mp 
Oy{h st Ox , be 
-10. Ry(ii,t) = Rx (tig, fto) 7 Ri(t, +G, ts) 
-Rx(i,f, Fo Rr(, ts) 


11, BE)=0, Rx (tts)— eoswolt, -ts) ， 
时， 再 舌 (人 一 于 
i 半 0 时 ， BU Cm 
fi 十 一 打 守 时 


13. 
14。 
15. 0 


17。 


Oxiist) py | At |。 


wh te) tr cay 


cosa lf, ts ) -二 (jsosoot 


本 


元- sini( 3 Af ,yeomonts 
4 


时 
着 40,Cx(ty 科 = 二 + 


1 
2 


-信人 me， 
当 :上 之 一 下 0 时 


wf .1 ,1 
Cxtt, 一 科 呈 记 十 A 





si di oO3 3c 6 





sin (Af )eos2aef 


CE 


0 wt | 
当 五 一 和 二 0 时 
Cx(0,0)=0 
BEC Ox(iit)=0 
Ox D=ot toiitt (Fi) 
Ix st 人 一 tf ri | 


EZ,=0, 0 


二 音 


1 第 一 章 中 第 5 、7 、12、14,15, 十 是 非 平稳 过 程 :第 6 、11、 


13 题 是 平稳 过 称 


+ 267 « 


rt ad wantf rr 





马 ( 引 是 平稳 过程 ， 数 学 期 计 、 相 关 冰 数 有 各 坊 押 经 性 
BE(t) = 后 


有 至 学 其 时 各 态 历 经 位 ， 无 相关 函数 各 者 历经 性 
有 数学 期 京 各 态 历经 性 


,Rlf, +0) R(T) + R(T) + mamr | 
, BEI}—5 
.《 妃 不 是 相关 函数 ，ta), {6), (四 不 是 相关 阔 数 


BECKET) = sin5, 福 + 门 是 平稳 过 程 ,有 数学 


期 望 各 态 历经 性 ， 无 相关 函数 各 态 历经 性 


14, 


15, 


16. 


I17 
20 . 


21 . 
23. 


再 2 人 二 0， 万 FT 全 一 260， 


再 中 (机 史 ( 企 十 贡 一 268 731rfeogsciogzf9 二 ear) 
C1) RxrtW) =aRxtt mT Rxn( ts. 
C2) Rxr t=oRxtt- 0) 


Rxr(7T} = 二 ob Wn cjg Ts Ryx(ry} 二 一 ob Sin ay 
下 (#) 是 平移 过 程 ， 但 不 均 方 过 续 
BS~1, DS=t(l+e-!) 

Z(t) ZE 下 林 一 orior 2 (1 平稳 。 
(D Si(o)、.Ss(o].S4(o) 不 是 ，Sa(a) 是 ; 
(2) 对 9S,(%), 


ev Fiel 








1 
2 2 


* 2 


一 -一 


24. 


25, 





BIZCOOP = 


海 为 自 相 关 酉 数 在 7=0 时 连续 所 以 平和 过 各 的 自 相 西 
数 是 连续 的 。 














26. (1) Hx(o) = [ee aT 8 Fart 
(2) Sx(o) = 
(3) Sx(w)= 4 4 4 
XX 二 (一 第 ) 1 Fy 
+x[d(o ~ 35) + (w+ 7)], 
C4) Sz) 20 
[ 1 ] 
于 二 
27. 《1] Rx{7) =— -1 sinwr i 
- E94 
C2) Pe Sos 
名 了 
3) 五 oy 
3) XT) a sin” go 
(4) Rx(7)= 半 二 de 
6) 呈 2 i 
{ ) CD 一生 ar 一 于 5 sinar 
33,. Sxr(w)=mxmr2ri(w), ~ 


Sxz (w= Sx {ew) 二 27 人 二 yj 
全 上 站 » 


了 Ce 


36. 0 | 4 
加 0 ti} 





(2) tii 
+ COR 2ATF 1 
97. Rr(r) + 和 


38 Ry{r) = El | 


39. (1) BD- 


(2) Ra(0) = TS, 
40, (1) Hlp) = », Hm) es 
(2) Sxr (=H rw sm: 
(3) ) Sr (0) ox (em) 
. 第 : 三 窜 . 
1。 (1) 在 平稳 涉 ，(2) 在 可 闭 域 1(3) 不 在 平稳 域 ; (4) 在 
平稳 域 ; (5) 不 在 平 穆 域 (6) 在 可 道 城 ;(7) 夏 在 平 
焰 趟 ; (8) 让 在 可 遂 域 ; (9) :在 二 稳 域 ， 不 在 可 道 域 ; 
(10) 在 平稳 诚 ,: 下 在 可 第 域 。 | 


2. 不 在 平稳 域 
3， 《1) 在 平稳 域 ;， (27 在 平生 城 ; (3) 不 从 可 滋 城 ;(4) 在 
可 逆 城 。 | a 1 


4， (1) 印 := 总 Dim- 
(2) 4s= Cb". 40) sh 
(3) Wi= Bi tea Wie 
(4) gs = 六 [=(0. a++2(~ 0.8): De. x 


“770, 


[0.3)*—0.4(~0.3)* i t=Wsr 党 


Py 
C00.4)# +0 30 A) 7) Ws= 总 了 
[~ 11(0. Dr +41300, tlas. WW 六 
_ [~ 0 .dl1.60—0.4)-14+0., SD, a We 半 
- - a 和 . 加 
6 Wr = > 一 一 ts 


在 和 让 正二 时 
Ns -入 


中 一 (8, — 





8 we 总 让 二 2 


让 = 


LA 忆 C04 一直 .8 和 Ws 


9. (D jp [0, 35(0， Dt. 0. 2 
O06 0,3)tigr 站 


1 (2} Wi DD | - 的 i + oes 


(rt Fr” 8) 
十 3 tL Dz- 上 | 1 
19. 无 传递 形式 . 














i as 5h. 799.73h. lt. ac. 510. 生 6.370.2 


. P= —0. 34， $s 一 04， 49,. 下 :一 0， 01 
15, (1) 合理 ; (2) 不 合理 (3) 合理 ; (4) 合 惠 1(5) 合理 。 
“17, 过 序列 ， 一 0， 39， 2 一 1 07， 人 序列 ; 中 =0.56， 


”07 = 


18. 
19, 
207 

”21. 

23. 


24. 


.25 。 
26. 
27 . 
28 . 


3 . 


一 1.08， 刀 序列 : 中 一 8.91， 
古 序 列 ， 包 ,一 0.57， 有 一 1， 人 : 
了 :一 0.05 一 0.807 十 gf Fl=1,20 

Zi 一 0.34 二 zi 十 0.62g， ，， 全 41=-0.96 

了 一 一 0.07 一 0.47 写 十 本 一 8.64a 1 FL=0,88 
Zr=0.03+0.2724:.,+0., 3624., + gt,03=0. 82 
Bd) =—2.61, S00(2) =2.06; ,0(3) =—1.603 
绝对 误差 范围 2.19。 - 

人 (1 一 3.05， 2 2.18, Bh) =1.71, .绝对 
误差 范围 1.81。 

儿 (1) 一 0.44， 儿 (2) 一 一 0.34， 久 (3 一 一 0.34 

旋 (一 0.27， 斌 (2 一 1.38， 光 3) 一 1.72 

六 (二 一 11376， 交 (2) 一 5.46， 仿 (37 一 一 2.64 
WD = Wael. B+ We. BWC0. 5 i>1 


02 一 入 :计生 
语 2 的 B[6x(0)]? Ne 1 I 一 放 A Th 
24 43 二 人 人 .在任 3 中 , 娘 [2X(D)]*o3; 当 14>2， 


Blé(DN]=o2(l + 03), 在 例 4 币 ， 吾 [和 (1?1 一 as， 
Elér(2)]*=o#(l T+O); 当 i>>3 ,BLéi( D) T=0: (I+ 
083+92) .在 全 5 中 ,Blex(1)]:= 二 o2; 当 13>2， 吾 [ax(D] 


tT-1i} 
A 


. 82. 


1 一 (0.56)55 
2 


人 [Gl 06 EE 


”绝对 误 着 范围 








2.48v Tt0: 56) ， (2) 大 DD= 6.4(0. Ti 一 


-0.21+1) +0.20(0.71-0. 2 G8) WD > 


是 272 4 





(0.39) 7p 《CORPD 一 一? [C0. 37 一 
， 

(O00, 用 (的 生 一 生 SY (200.871—0.3717+) 

二 .24(0.85 一 0.37)1fi ji (5) 瑟 (CD 一 0.34 

(0.56)5 SY €0.9) 7 E nL js 


第 章 
1, 下 (加 是 马尔 科 夫 链 。 宕 的 一 步 转移 概率 和 矩阵 
11141 1 1 | ， ， 
6 生 6 6€ € 6 |. 
1 11 1 11 
© 
P= 和 
1 :1°1 Li 
6 6 


下 (W 是 马尔 科 夫 链 。 它 的 一 步 转移 概率 


二 ,jl 2 
Pri (mr 1) = | : 
0 ,7 一 证 7 十 8 或 
其 中 区 一 吕 ) 兄 十 1 7805 了 一 的 二 上 风霜 于 6( 咱 二 工 )。 
2， E={0,1,2,..,0}。 一 步 转 称 概率 乱 阵 
1 000.. 0 1 


CE 


a 07 


8。 习 (m) 是 马尔 料 夫 链 。 它 的 一 步 转移 概率 
四 | 4 ， 了 二 办 
Piitm, Bj< YP j=jd1l 
| 四， 了 了 取 其 它 值 
其 中 名 = 1360 W712 二 . 
4 里 (mo) 是 马 尔 科 天 链 . 甩 一 {0,1,2， ,100}, 当 mn 滨 50, 它 
一 步 转移 概率 敌阵 


去 可 0 Oe 他 
1 1 99; ， 
00 各 - 300 0 a 0 
1 1 49 ee 
0 100 2 : 100 0 
P=| be 
向 1 100 一色 
全 .ss 站 UT 3 00 dU. 
DD rs Ei ny a 99 _ 
360 去 pT] 
|. : i : 1 1 
和 te 0 玄 本 
1 


5, 文 (m) 是 马尔 和 天 各。 它 的 一 一 步 转 殉 概 术 


加 j= “2 


Piitn, 名 十 二 二 1, j 二 人 十 1 


0 ，j 取 其 它 
其 中 车 二 人 7 :2n; 了 一 90,1». 1 : 
6. 玉 (n) 是 马尔 科 夫 链 。1 它 藤 一 - 步 转移 概率 短 隆 
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090011 
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1 00 
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了 13 1 
18 36 4 
站 - 本 7 1 i i 
Di DW 


1 l/l oi/7, ay 1/43 -eg ) 
(DD) 百 2 区 人 计 ( 志 + 呈 ); 伍 ( 王 + 侈 ,各 7 a7) 





CD 页 全 + 全 二 和 击 ， 天 各 


» R75 


13 ， 


IT 


16. 


17 . 


。 和 极限 存在 ， 且 遍历 。 六 一 2 PD; 一 5 p=。 


?了 ?7 
(4) J8* Tei? 18: (5). (2),、{3) 与 有 关 。 


PA p=p = p= pp 


PE ps P=0, PE'=qg, P=, P=0; 
P= p+ p+ pr, P=0, pH, p29r, 
PE p= pl+g+7)+g p+EP9r 十 P,P 
= ;= 
PB, P= 3gr', 
3 


4 9 12 
极 女 存在 ， 种 遍历 。 曾 : 一 25” 有 一 25? Pi™ 36° 


#4] 
1 
2 


{1) | (2) 同 (G1) 


1 
2 
1 

《3) "一 元 


a[1+(p-9)9] 十 本 BE[1 一 (pg)9， 
pp 一 9)"1+ 入 Bl1d (~ 2)"] 
' -8 


18. Pa-2 pi<a- 19, 和 





当 作 于 有 aa=[+ 喜 人 : + 六 J" 
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1 Bett 了 工 十 了 8 下 
19. (1 3) 了 一 了 十 Ye ， 
De J 《3) 过 
| 047) 0d T+ 
5 (St) 1 


(4) p= st pi) = 了 + 二- + 


Tat Peat ! 


[ 一 了 了 
(5) P= ls 2 机 -| 1… —1 ] 
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一 § 2 3 
20. @=|l 1 6. 6: 





24 . limpoolt) = lmpo (二 一 下 六 » 
imp 六 = mp (1) = 了 


27.。 当 0 0 
PP{ 芝 (一 训 y 攻 (8 二 各 sn) iin} 
2 i i pa CE fn fn in -At 


EP TE 


30. 息 定 0< 攻 之 tn。 





Ft TW 了 一 一 一 -se 1 
人 

2 了 【2 — Ti) (Ln Tn) 

| 开 二 0 
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1 QD) 1d), 18) ,1,0), 

G23), (2,2), C239), 24), C2,5), 2,6) 
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(6,1) ,06,32) ,06,3), C6,4), (6,5),(6,6)} 
A={(1,1) ,C2,2),(3,3), C4,4),(5,5), (6,6)} 
Bs{(1,5), C2,4), (3,3),(4,2), (6.1), (1,6) ,2,5), 

3.2) 3 CO, C6,1),, 6,6)} - | 

={(1,1) (61,2) 013) (1,4), (1,5),(1;6),..,(3,1), 
C32) BI) C3,4);C3,5), C3,0), (4,1)yC4;2), 
($3) ,ee (8,1), (6,2) , (6.3)} 








2. PDT TE BE Dx 

3. 如 (条 一 i ? XK 一 二， DX- 点 | 

5 /eg 一 -二 7 exp {- -3 一 车 
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6,. 天 (和 srs ss Xn) 








(no) lt 20 
x (Ey 0 ,可 一 in, 其 中 了 :是 多 阶 单位 
一 
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7， WG, 了 ,其 中 = rl 1 so 
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8, fyi ys Yi) = 到 六 于: -7 ci 了 一 二 
[ov 


9. (YF) TN BE), p= 0 六 召 -| 
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